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1. Wprowadzenie

1.1. Uwagi o formalizacji opisu procesów materia³ów uziarnionych w przeróbce

surowców mineralnych

Przeróbka surowców mineralnych (mineralurgia) jest dziedzin¹ nauk empirycznych,

zajmuj¹c¹ siê zagadnieniami zwi¹zanymi z procesami przetwórczymi tych¿e surowców

(wed³ug okreœlonych kryteriów) w celu nadania im okreœlonych w³aœciwoœci. Praktycznie

wszystkie procesy przeróbcze sprowadzaj¹ siê do rozdzia³u materia³ów uziarnionych (pod

wp³ywem okreœlonych si³ rozdzielaj¹cych) na dwa lub wiêcej produktów, które ró¿ni¹ siê od

materia³u wyjœciowego iloœciowo lub jakoœciowo pod wzglêdem przynajmniej jednej cechy

(np. wielkoœci ziarna, gêstoœci, w³aœciwoœci magnetycznych, elektrycznych itd.).

Do opisu procesów przeróbczych i w³aœciwoœci materia³ów uziarnionych stosuje siê

osi¹gniêcia (jêzyk, prawa) wielu nauk podstawowych, takich jak:

— fizyka – do badañ i opisu wiêkszoœci procesów przeróbczych (rozdrabnianie, fizyczne

metody wzbogacania, klasyfikacja itp.);

— chemia – dla procesów flotacji i metod chemicznego wzbogacania;

— biologia – dla biologicznych metod wzbogacania;

— geologia i mineralogia – do charakterystyki minera³ów i ska³;

— matematyka – dla wszystkich procesów do opisu zarówno w³aœciwoœci materia³ów

uziarnionych, jak i praw rozdzia³u.

Jak z tego wynika, w badaniach przeróbki surowców mineralnych – zarówno teore-

tycznych, jak i empirycznych – stosuje siê jêzyk oraz prawa nauk podstawowych. Nie

znaczy to jednak, ¿e dziedzina nauki zwi¹zana z przeróbk¹ nie zawiera pojêæ oraz praw

i metod badawczych zwi¹zanych wy³¹cznie z ni¹ i bêd¹cych tym samym czêœci¹ g³ówn¹

wiedzy na temat stosowanej metodologii w tej dziedzinie nauki (np. wychód, uzysk,

zawartoœæ sk³adników, miary efektywnoœci procesów, krzywe wzbogacalnoœci, czy krzy-

we rozdzia³u).

Jak ka¿da teoria empiryczna, przeróbka surowców mineralnych ulega przeobra¿eniom

wraz z up³ywem czasu. Problemy przeróbcze towarzyszy³y cz³owiekowi ju¿ w erze kamienia

³upanego (ociosywanie i sortowanie krzemieni). Na prze³omie XIV i XV wieku istnia³y

urz¹dzenia separuj¹ce. Agrikola (1494–1555) przedstawi³ na jednej z rycin separator stru-

mieniowy (Drzyma³a 2001). Natomiast pierwsze opisy procesu wzbogacania ziaren w pul-

suj¹cym strumieniu wody pochodz¹ z 1556 roku (Marx i in. 1999).



Za pocz¹tek rozwoju teorii procesów przeróbczych uznaje siê prace Rittingera (Rittinger

1867). Jednak znaczny jej rozwój nast¹pi³ w ci¹gu ostatniego stulecia, a zw³aszcza w drugiej

jego po³owie. Postêp wiedzy z zakresu tej teorii jest dokumentowany szerok¹ literatur¹. Do

podstawowych prac zaliczyæ mo¿na prace Henry’ego, Terry (1939), Trompa (1937), Gy

(1972), Grumbrechta (1952), Heidenreicha (1962), Tichonowa (1984), Lyncha (1977),

Mayera (1964; 1967), a tak¿e: Budryk 1947, 1948; Bodziony 1960, 1965; Kraj 1967a, b;

Pud³o, Szczepañska 1976; Sztaba 1956, 1987; Nawrocki 1976; Tumidajski 1992, 1993,

1996; Tumidajski, Siwiec 1984; Tumidajski, Wieniewski 1988.

Burzliwy rozwój i szerokie zastosowanie przeróbki surowców mineralnych spowo-

dowa³y, ¿e sta³a siê ona obszern¹ dziedzin¹ nauki, co spowodowa³o liczne próby uogólnieñ

opisu i usystematyzowania tej teorii (Drzyma³a 2001).

Ró¿ne podejœcia do metodologii opisu doprowadzi³y, miêdzy innymi, do wykszta³-

cenia siê odrêbnych jêzyków. Innym czynnikiem, który mia³ wp³yw na ró¿nicowanie

terminologii jest fakt, ¿e istniej¹ trzy podejœcia do podzia³u rodzajów procesów przerób-

czych.

W niektórych pracach wyraŸnie dzieli siê je na:

— Klasyfikacjê – podzia³ na frakcje o okreœlonych w³aœciwoœciach, np. wielkoœæ ziarna,

gêstoœæ itp.

— Wzbogacanie – rozdzia³ ziaren na produkty ró¿ni¹ce siê zawartoœci¹ wybranego

sk³adnika nadawy, wielkoœæ ziaren (teoretycznie) nie ulega zmianie.

— Procesy podzia³u na czêœci sk³adowe.

Procesom klasyfikacji i wzbogacania zawsze towarzyszy rozdzia³ na produkty. Na-

tomiast proces podzia³u na czêœci sk³adowe mo¿e nie uwzglêdniaæ w³aœciwoœci materia³u

(np. pobór próbek).

W monografii (Drzyma³a 2001) podjêto udan¹ próbê ujednolicenia teorii procesów

przeróbczych. Wszystkie potraktowano jako procesy separacji, a do ich opisu, analizy

i oceny zastosowano tylko trzy parametry: wychód, uzysk, zawartoœæ oraz cechê materia³u,

wed³ug której nast¹pi³ podzia³.

Elementem tej teorii jest próba zdefiniowania struktury procesów separacji za pomoc¹

podstawowych sk³adowych, czyli: opisu, analizy i oceny.

Inn¹ próbê logicznej rekonstrukcji tej teorii, sprowadzaj¹c¹ siê w du¿ym stopniu do

uporz¹dkowania i ujednolicenia jêzyka opisu procesów przeróbczych i w³aœciwoœci

materia³ów podlegaj¹cych rozdzia³owi na bazie rachunku prawdopodobieñstwa i sta-

tystyki matematycznej, przedstawiono w pracy (Tumidajski 1997). Autor przyj¹³, ¿e

podstawowymi, charakterystycznymi dla przeróbki surowców mineralnych s¹ prob-

lemy opisu w³aœciwoœci materia³ów uziarnionych (nadawy i produktów) oraz praw ich

rozdzia³u. Wed³ug niego kluczowe równanie, opisuj¹ce dowolny proces rozdzia³u ma

postaæ

g x h x p w x f w dw
D

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )= - + ò1 g g (1.1)
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gdzie: h(x) – funkcja gêstoœci rozk³adu prawdopodobieñstwa cechy X dla czêœci materia³u nie

podlegaj¹cego rozdzia³owi,

g(x) – funkcja gêstoœci rozk³adu prawdopodobieñstwa cechy X dla materia³u, który sta-

nowi³ nadawê,

p(w,x) – prawdopodobieñstwo przejœcia z frakcji (w, w+dw) do produktu (x, x+dx),

f(w) – funkcja gêstoœci rozk³adu prawdopodobieñstwa okreœlaj¹ca sk³ad materia³u ze

wzglêdu na cechê W,

D – przedzia³ zmiennoœci cechy W.

Równaniem tym mo¿na opisaæ ka¿dy proces rozdzia³u, zadaj¹c odpowiedni¹ funkcjê

p(w,x) oraz przedzia³ D zmiennoœci cechy W.

Reasumuj¹c, przeróbkê surowców mineralnych mo¿na próbowaæ zaliczyæ do teorii

empirycznych (Wójcicki 1974), charakteryzuj¹cych siê tym, ¿e maj¹ one:

— okreœlony jêzyk teorii,

— zbiór zdañ zaakceptowanych jako prawa teorii,

— ogó³ œrodków dowodowych na gruncie danej teorii,

— w³aœciwe dla danej teorii procedury pomiarowe i diagnostyczne;

— zasiêg teorii, tj. zbiór wszystkich systemów empirycznych, które dana teoria opi-

suje.

1.2. Cele i zakres pracy

Prezentowana praca zosta³a zaplanowana jako kontynuacja i rozwiniêcie problemów

formalizacji opisu procesów i materia³ów wystêpuj¹cych w przeróbce surowców mine-

ralnych traktowanej jako teoria empiryczna. Podstawowym punktem wyjœcia jest przyjêcie,

¿e materia³ uziarniony (surowiec mineralny lub jego produkty) jest charakteryzowany

wielowymiarow¹ zmienn¹ losow¹ (wektorem losowym) W = [W1, W2, …, Wn]. Przyjêcie

losowoœci w³aœciwoœci materia³ów jest dok³adnym odzwierciedleniem rzeczywistoœci,

a przyjêcie wielowymiarowoœci w opisie poci¹ga za sob¹ okreœlone konsekwencje, bêd¹ce

przedmiotem pracy.

Surowce mineralne, które podlegaj¹ wzbogacaniu w celu ich lepszego wykorzystania

mog¹ byæ (charakteryzuj¹ siê) charakteryzowane wieloma wskaŸnikami opisuj¹cymi ich,

interesuj¹ce przeróbkarza, cechy. Podstawowymi cechami s¹ wielkoœæ ziaren oraz ich

gêstoœæ, które decyduj¹ o przebiegu rozdzia³u zbiorów ziaren (nadaw) i efektach takiego

rozdzia³u. Rozdzia³ prowadzi siê z regu³y w celu uzyskania produktów o zró¿nicowanych

wartoœciach œrednich wybranej cechy, która zwykle charakteryzowana jest zawartoœci¹

okreœlonego sk³adnika surowca wyznaczon¹ na drodze analiz chemicznych. Takie podejœcie

do surowca mineralnego prowadzi do potraktowania go jako wielowymiarowego wektora

X = [X1, …, Xn]. Zasadniczym problemem jest tak¿e wybór poszczególnych jednostek

populacji generalnej (pojedyncze ziarno, jednostka objêtoœci lub masy), co mo¿e decydowaæ
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o kierunkach charakteryzowania wielowymiarowych powi¹zañ cech wektora X. Takimi

kierunkami charakteryzowania mog¹ byæ:

— wielowymiarowe rozk³ady wektora losowego X wraz ze wszystkimi konsekwencjami

metody;

— wielowymiarowe równania regresji wraz z analiz¹ macierzy wspó³czynników kore-

lacji liniowej oraz korelacji cz¹stkowej;

— analiza czynnikowa;

— inne metody, w tym wizualizacja metod¹ tuneli obserwacyjnych, osi równoleg³ych

oraz wizualizacja zale¿noœci pomiêdzy wielowymiarowymi bry³ami.

Wielowymiarowe rozk³ady wektora X traktowanego jako wektor losowy, maj¹ ju¿ swoj¹

bogat¹ literaturê i praktyczne ich zastosowanie, co zostanie szeroko omówione w przed-

stawionej monografii. Pozosta³e metody s¹ ze sob¹ w pewien sposób powi¹zane; to zostanie

tak¿e omówione.

Macierze wspó³czynników korelacji liniowej i wspó³czynników korelacji cz¹stkowej s¹

zwi¹zane, z regu³y, z istniej¹cymi modelami liniowymi zale¿noœci wystêpuj¹cych miêdzy

badanymi zmiennymi wektora X. Wspó³czynniki korelacji liniowej s¹ wyznaczane dla par

zmiennych losowych ca³kowicie niezale¿nie od pozosta³ych zmiennych. Natomiast przy

wyznaczaniu wspó³czynników korelacji cz¹stkowej uwzglêdnia siê rolê pozosta³ych zmien-

nych w rozwa¿anym równaniu regresji liniowej. W przypadku analizy trzech zmiennych

losowych, z których jedna jest traktowana jako zmienna zale¿na, a dwie pozosta³e jako

niezale¿ne, sprowadza siê to do wyznaczania wspó³czynników korelacji dla punktów zrzu-

towanych na œciany uk³adu wspó³rzêdnych równolegle do p³aszczyzny regresji. Pozwala to

wyznaczyæ hierarchiê (si³ê wp³ywu) zale¿noœci zmiennych w rozpatrywanym uk³adzie. Na

analizie macierzy wspó³czynników korelacji liniowej oparta jest analiza czynnikowa, która

pozwala pogrupowaæ wystêpuj¹ce zmienne w tzw. czynniki, które reprezentuj¹ po³¹czone

wp³ywy zmiennych na rezultaty rozpatrywanych procesów, czyli przeprowadziæ pewn¹

klasyfikacjê zmiennych.

Mo¿na wiêc stwierdziæ, ¿e g³ównymi celami pracy bêd¹:

— kontynuacja rekonstrukcji i rozbudowy teorii empirycznej, jak¹ jest przeróbka su-

rowców mineralnych w oparciu o wielowymiarowe charakterystyki materia³ów uziar-

nionych oraz szeroko rozumianych procesów ich rozdzia³u;

— zademonstrowanie zdolnoœci aplikacyjnych u¿ytych metod wielowymiarowego opisu

procesów i ich produktów do ich poszerzonej analizy i interpretacji zgodnej z natur¹

teorii.

Praca sk³ada siê, oprócz wprowadzenia i zakoñczenia, z trzech rozdzia³ów g³ównych.

W rozdziale drugim przedstawiono teoretyczne za³o¿enia dotycz¹ce ró¿nych typów modeli

probabilistycznych, które mo¿na stosowaæ w przeróbce surowców mineralnych. Przed-

stawiono mo¿liwoœci aproksymacji krzywych, jak równie¿ powierzchni wzbogacalnoœci

i wzbogacania, przy zastosowaniu m. in. technik Morgensterna, jak równie¿ za³o¿enia

teoretyczne dotycz¹ce metody krigingu – metody stosowanej g³ównie w tzw. geostatys-

tyce.
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Przedstawiono równie¿ zasady stosowalnoœci tzw. nieklasycznych metod statystycznych

do analizy, zarówno jedno- jak i wielowymiarowej, charakterystyk materia³ów uziarnio-

nych, wœród których wymieniæ nale¿y metody nieparametryczne, tj. metody j¹drowe, metodê

Fouriera oraz rozk³ady warunkowe, wliczaj¹c w to zastosowanie tzw. metod bayesowskich.

W rozdziale trzecim omówiono zastosowanie praktyczne metod zaprezentowanych w roz-

dziale drugim. Przedstawiono m. in. aproksymacjê krzywych i powierzchni wzbogacalnoœci

oraz rozk³ady wielowymiarowe charakterystyk materia³u uziarnionego na przyk³adzie wê-

gla. W tym celu zastosowano ró¿ne metody statystyczne, w³¹czaj¹c w to metody bayerow-

skie oraz aproksymacjê nieparametryczn¹. Ponadto przedstawiono wykorzystanie metody

krigingu do interpolacji wartoœci wybranych parametrów opisowych na przyk³adzie charak-

terystyk wêgla, stosuj¹c ró¿nego typu funkcje wariogramu. Tego typu aplikacja metody

krigingu jest nieznana w dotychczasowych jej zastosowaniach.

Rozdzia³ czwarty poœwiêcony jest wizualizacji wielowymiarowych danych. Zaprezen-

towano i omówiono zasady metody tuneli obserwacyjnych, któr¹ nastêpnie zastosowano dla

danych dotycz¹cych trzech typów wêgli. Na podstawie tej metody stwierdzono, ¿e dok³adna

charakterystyka materia³u uziarnionego umo¿liwia identyfikacjê Ÿród³a jego pochodzenia

i daje szansê na wyodrêbnienie ró¿nic pomiêdzy materia³ami, które nie s¹ widoczne przy

zastosowaniu tradycyjnych metod.

Ca³oœæ pracy zakoñczono podsumowaniem, które zawiera g³ówne wnioski p³yn¹ce

z pracy i odnosi siê do ka¿dej z metod, zastosowanej w niniejszym opracowaniu.
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2. Probabilistyczne modele procesów rozdzia³u surowców mineralnych

Procesy rozdzia³u nie s¹ do koñca poznane, mimo stosunkowo szybkiego rozwoju

dziedziny nauki zajmuj¹cej siê nimi. Obecnie nie istnieje tak¿e sposób ca³oœciowego,

jednolitego opisu takich procesów. Jednym z coraz czêœciej stosowanych sposobów jest

podejœcie probabilistyczne. Uzasadnia je losowa natura materia³ów poddawanych separacji,

jak równie¿ losowe zachowanie siê ziaren materia³u podczas procesu. Mo¿na wiêc przyj¹æ,

¿e zarówno przebieg procesu rozdzia³u, jak i jego wynik zale¿y od wp³ywu wielu losowych

cech (fizycznych, fizykochemicznych, geometrycznych itp.) materia³u poddawanego pro-

cesowi, jak równie¿ w pewnej mierze od cech urz¹dzeñ separuj¹cych i warunków ich pracy,

czyli od wektora losowego tych cech.

Generalnie, procesy separacji polegaj¹ na rozdziale materia³u na produkty ró¿ni¹ce siê

rozk³adami wielu cech charakteryzuj¹cych materia³ uziarniony poddawany procesowi. Przy-

k³adowo, w procesach rozdrabniania zmienia siê wielkoœæ ziarna (zawartoœæ sk³adników

i frakcji nie ulega zmianie), natomiast w procesach wzbogacania i klasyfikacji wielkoœæ

ziarna (teoretycznie) pozostaje taka sama, zmienia siê natomiast zawartoœæ sk³adników

(wzbogacanie) lub zawartoœæ kolejnych frakcji (klasyfikacja).

Podstawowym prawem stosowanym przy modelowaniu procesu rozdzia³u jest prawo

zachowania masy, wystêpuj¹ce w postaci równania bilansu (wzór 1.1).

2.1. Probabilistyczny model procesów rozdzia³u – powierzchnia rozdzia³u

Je¿eli o rozdziale decyduje jedna cecha W (np. wielkoœæ ziarna, jego gêstoœæ, zawartoœæ

sk³adnika, hydrofobowoœæ, w³aœciwoœci magnetyczne, cechy elektryczne, zdolnoœæ do ad-

hezji itp.), wówczas równanie bilansu ma postaæ (Tumidajski 1997):

p w x f w dw g x
D

( , ) ( ) ( )=ò (2.1)

gdzie: f(w) – funkcja gêstoœci rozk³adu cechy W w materiale uziarnionym przed zajœciem

procesu,

p(w,x) – prawdopodobieñstwo przejœcia ziarna (lub jego fragmentu) z frakcji (w, w+dw)

nadawy do frakcji (x, x+dx) produktu,



g(x) – funkcja gêstoœci rozk³adu cechy X w produkcie,

D = [wmin, wmax].

Korzystaj¹c z tego równania wyprowadzono wzory na funkcje rozdzia³u (Tumidajski 1997).

W rzeczywistych procesach separacji nastêpuje rozdzia³ na co najwy¿ej kilka produktów,

co odpowiada podzia³owi obszaru zmiennoœci wielkoœci cechy X na kilka podprzedzia³ów.

Ka¿demu z nich mo¿na przyporz¹dkowaæ liczbê bj (bêd¹c¹ np. numerem podprzedzia³u, czy

te¿ wartoœci¹ œredni¹ podprzedzia³u itp.). Wówczas p(w, bj) bêdzie oznaczaæ prawdopo-

dobieñstwo przejœcia ziarna o wartoœci cechy W do j-tego produktu.

Odpowiednik krzywej rozdzia³u dla j-tego produktu ma postaæ

p w b
f w

f w
j j

j
( , )

( )

( )
= g (2.2)

gdzie: fj(w) – gêstoœæ rozk³adu cechy W w j-tym produkcie (j=1, 2, …,n),

f(w) – gêstoœæ rozk³adu cechy W w nadawie,

gj – wychód j-tego produktu.

Prawdopodobieñstwa p(w, bj) okreœlone wzorem (2.2) s¹ równowa¿ne klasycznym

funkcjom rozdzia³u (Drzyma³a 2001; Stêpiñski 1964; Sztaba 1956; Terra 1939; Tichonow

1984).

W przypadku rozdzia³u na dwa produkty, równanie

y
f w

f w
jj j

j= =g
( )

( )
, ,1 2

(2.3)

jest równaniem krzywej rozdzia³u.

Równanie (2.3) nie traci wa¿noœci równie¿ po uwzglêdnieniu kilku cech ziarna (tj. np.

rozmiar ziarna, gêstoœæ, w³aœciwoœci magnetyczne) (Tumidajski 1997).

Wówczas mamy do czynienia z wektorem losowym cech ziarna W W W Wk= ( , ,... , )1 2 .

Natomiast wzór (2.4) o postaci

y
f w w

f w w
jj j

j k

k

= =g
( ,... , )

( ,... , )
, ,

1

1

1 2
(2.4)

gdzie: fj(w1,…, wk) – gêstoœæ rozk³adu wektora losowego W w j-tym produkcie,

f(w1,…, wk) – gêstoœæ rozk³adu wektora losowego W w nadawie,

okreœla powierzchniê rozdzia³u (k=2) lub hiperpowierzchniê rozdzia³u (k>2).
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Ze wzglêdów praktycznych najbardziej interesuj¹ca jest zale¿noœæ funkcji rozdzia³u od

gêstoœci i rozmiaru ziarna, czyli powierzchnia rozdzia³u (k = 2).

Zatem dla wyznaczenia powierzchni rozdzia³u wystarczy okreœliæ funkcje gêstoœci roz-

k³adu prawdopodobieñstwa wektora losowego (D, R), odpowiednio f(d, r) – dla nadawy;

fj(d, r) – dla produktów.

W przypadku, gdy k = 2 do zagadnienia powierzchni rozdzia³u mo¿na równie¿ podejœæ

inaczej. Skoro materia³ uziarniony w pierwszym etapie obróbki podlega rozdzia³owi (ze

wzglêdu na wielkoœæ ziarna) na klasy ziarnowe, a nastêpnie ka¿da klasa podlega rozdzia³owi

na frakcje gêstoœciowe, to dla ka¿dej klasy ziarnowej mo¿na utworzyæ krzyw¹ rozdzia³u,

a nastêpnie zbiór tych krzywych utworzy powierzchniê rozdzia³u.

Dla opisu tej powierzchni (o ile krzywe rozdzia³u bêd¹ nale¿eæ do tej samej klasy funkcji)

wystarczy znaleŸæ zale¿noœæ wspó³czynników funkcji opisuj¹cych te krzywe od wielkoœci

ziarna.

2.2. Krzywe i powierzchnie wzbogacalnoœci

Materia³ wyjœciowy, stanowi¹cy mieszaninê ziaren o ró¿nej zawartoœci interesuj¹cych

u¿ytkownika sk³adników (minera³ów u¿ytecznych w przypadku rudy, czy popio³u, siarki,

fosforu, czêœci lotnych itp. w przypadku wêgla) w procesie wzbogacania ulega rozdzia³owi

na kilka frakcji, od najubo¿szych (koncentrat w przypadku wêgla, odpady w przypadku rud)

do najbogatszych (odpady w przypadku wêgla, koncentrat w przypadku rud) w dany

sk³adnik.

Ju¿ od pocz¹tku XX wieku badano zawartoœæ popio³u w wêglu (w jego frakcjach

ciê¿arowych) i wykreœlano krzywe bêd¹ce zale¿noœciami pomiêdzy gêstoœci¹, wychodem

i zawartoœci¹ popio³u – zwane krzywymi wzbogacalnoœci (Barskij, Kozin 1978; Blaschke S.

1972; Blaschke W. 2009; Budryk 1947; Drzyma³a 2001; Heidenreich 1954; Kotkin i in.

1982; Kozak, Cagaœ 1965; Krukowiecki 1971; Laskowski i in. 1977; Paw³owicz i in. 1966;

Soko³ow 1962; Stêpiñski 1964; Sztaba i in. 2003; Weiss 1985).

Ka¿dy proces wzbogacania jest œciœle zwi¹zany ze wzbogacalnoœci¹ materia³u podda-

wanego temu procesowi, co z kolei jest uzale¿nione od stopnia uwolnienia ziaren minera³ów.

Takie uwalnianie dokonuje siê przez rozdrabnianie materia³u do wielkoœci ziaren, dla której

otrzymany produkt jest mieszanin¹ wzglêdnie wolnych cz¹stek minera³u u¿ytecznego i mi-

nera³ów ska³y p³onnej (Tumidajski 2012). Mimo, ¿e g³êbszy przemia³ prowadzi do wy¿szego

stopnia uwolnienia to efekty wzbogacania mog¹ okazaæ siê gorsze i dlatego dokonuje siê

oceny wzbogacalnoœci materia³u poddawanego procesowi wzbogacania. Do takiej oceny

stosuje siê, miêdzy innymi, krzyw¹ wzbogacalnoœci Henry’ego, bêd¹c¹ – w przypadku

wêgla – zale¿noœci¹ pomiêdzy wychodem i zawartoœci¹ popio³u (l = l(g)), wykreœlan¹ na

podstawie wyników analiz densymetrycznych badanego materia³u (Drzyma³a 2001; Gawlik

i in. 2004; Róg 2009; Krawczykowski i in. 2012). Jak wynika z powy¿szych rozwa¿añ,

charakter takiej krzywej jest uzale¿niony od stopnia uwolnienia ziaren, a w konsekwencji od
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ich wielkoœci. Dlatego w badaniach wzbogacalnoœci wydaje siê istotnym uwzglêdnienie

wielkoœci ziaren. W kolejnych podrozdzia³ach przedstawiono aproksymacje krzywej wzbo-

gacalnoœci Henry’ego l = l(r) i l = l(g) oraz powierzchni wzbogacalnoœci l = l(d,r)

i pewne efekty ich zastosowania.

Podstawowa krzywa wzbogacalnoœci mo¿e byæ wykreœlona dla dowolnego parametru

jakoœciowego wêgla. W pracach (Róg 2009, 2011) wykreœlono podstawowe krzywe wzbo-

gacalnoœci dla wêgla na zawartoœæ chloru, fosforu, siarki ca³kowitej, siarki pirytowej,

mikrolitotypów witrynowych, czêœci lotnych, stê¿enia izotopów, jak równie¿ dla para-

metrów s³u¿¹cych do oceny w³aœciwoœci koksowniczych koncentratów wêgli kamiennych,

tj. wskaŸnik wolnego wydymania SI, zdolnoœci spiekania RI i dylatacji b.

Z probabilistycznego punktu widzenia, je¿eli badana jest zmiana koncentracji sk³adnika

W (cechy W) w produktach i o rozdziale materia³u uziarnionego decyduje jedna cecha X, to

funkcja regresji pierwszego rodzaju

E W X x x( | ) ( )= = l

okreœla krzyw¹ wzbogacalnoœci Henry’ego (Tumidajski 1997).

2.2.1. A p r o k s y m a c j a k r z y w y c h w z b o g a c a l n o œ c i H e n r y ’ e g o

W przesz³oœci mia³y miejsce nieliczne próby aproksymacji krzywych wzbogacalnoœci

Henry’ego (Pud³o 1971; Bro¿ek 1996). W pracy Pud³y (Pud³o 1977) autor wykorzysta³

empiryczne zale¿noœci pomiêdzy zawartoœci¹ sk³adnika (badanego) w koncentracie i od-

padach oraz jego uzyskiem w koncentracie. Metoda ta prowadzi do równania hiperboli

drugiego stopnia, w którym wystêpuj¹ parametry makroskopowe charakteryzuj¹ce dan¹

próbê. W pracy Bro¿ka przedstawiono analityczn¹ postaæ równania, zawieraj¹c¹ wszystkie

parametry makroskopowe i mikroskopowe charakteryzuj¹ce próbê wzbogacanego mate-

ria³u. Praca autora niniejszej monografii zawiera natomiast dwa podejœcia probabilisty-

czne.

Podczas realizacji pracy przyjêto nastêpuj¹ce za³o¿enia i zasady opisu:

1. Ca³oœæ badanego materia³u rozdzielono na k frakcji, ze wzglêdu na gêstoœæ ziaren.

Przyjêto, ¿e g i i k( ,... , )= 1 oznacza procentowy udzia³ i-tej frakcji w ca³oœci materia³u.

2. Przez li i k( ,... , )= 1 oznaczono procentow¹ zawartoœæ popio³u w i-tej frakcji.

3. Jako podstawow¹ krzyw¹ stosowan¹ przy opisie procesu wzbogacania przyjêto krzy-

w¹ Henry’ego l l g= ( ), gdzie l oznacza zawartoœæ popio³u we frakcji, której udzia³ pro-

centowy wynosi g.

Przy takich za³o¿eniach otrzymuje siê, ¿e œrednia zawartoœæ popio³u w badanym ma-

teriale wynosi (Stêpiñski 1964; Tumidajski 1997)

a l g g= ò ( )d
0

100 (2.5)
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Je¿eli ustali siê, ¿e g0 oznacza wychód koncentratu, a (100 – g0) wychód odpadów, to

otrzymuje siê, ¿e œrednia zawartoœæ popio³u J w koncentracie wynosi

J
g

l g g
g

= ò
1

0
0

0
( )d (2.6)

Natomiast œrednia zawartoœæ popio³u b w odpadach zadana jest wzorem

b
g

l g g
g

=
- ò
1

100 0

100

0

( )d (2.7)

Przyjêto, ¿e zale¿noœæ procentowej zawartoœci popio³u w materiale od jego gêstoœci

przedstawia funkcja l l r0 0= ( ), oraz ¿e funkcja g r= F ( ) przedstawia zale¿noœæ wychodu

frakcji od jej gêstoœci. Poniewa¿ funkcja F(g) jest funkcj¹ rosn¹c¹, wiêc posiada funkcjê

odwrotn¹ r g= -F 1 ( ). Wobec tego krzywa wzbogacalnoœci Henry’ego przyjmuje postaæ

l l g= -
0

1( ( ))F (2.8)

Funkcjê F(r) zazwyczaj aproksymuje siê za pomoc¹ funkcji opisuj¹cych dystrybuanty

rozk³adów zmiennych losowych (Dobosz 2001). W przeróbce najczêœciej stosowanymi

dystrybuantami rozk³adów s¹:

— rozk³ad Weibulla (zwany równie¿ rozk³adem RRB): F x e

x

a

b

( ) = -
-æ

è
ç

ö

ø
÷

1 (2.9a)

— rozk³ad Weibulla cenzurowany: F x e

x

a x x

b

( )
( )= -

-
-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1 0 (2.9b)

— rozk³ad logistyczny: F x
be cx

( ) =
+ -

1

1
(2.9c)

— rozk³ad logistyczny cenzurowany: F x

be

cx

x x

( ) =

+
-

-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

1 0

(2.9d)

— rozk³ad logarytmiczno-normalny: F x
x m

( ) =
-æ

è
ç

ö

ø
÷F

ln

s (2.9e)

— rozk³ad GSA: F x hx( ) = a (2.9f)

gdzie: a, b, c, f, g, h, a – parametry rozk³adów,

F(×) – dystrybuanta rozk³adu normalnego N(0, 1).

Funkcjê l r0 ( )wyznaczono jako krzyw¹ regresji drugiego rodzaju dla zale¿noœci zawar-

toœci popio³u l od gêstoœci materia³u r.
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2.2.2. Z e s p ó ³ p o w i e r z c h n i w z b o g a c a l n o œ c i

Materia³ stanowi¹cy nadawê do zak³adu przeróbczego jest charakteryzowany wielowy-

miarowym wektorem w³aœciwoœci, takich jak np. w przypadku wêgla:

— wielkoœæ ziarna,

— gêstoœæ ziarna,

— zawartoœæ popio³u,

— zawartoœæ innych sk³adników,

— wskaŸnik wolnego wydymania,

— zdolnoœæ spiekania itp.

Zatem podstaw¹ projektowania zak³adów przygotowania materia³u do wzbogacania

oraz uk³adów jego wzbogacania powinna byæ wielowymiarowa analiza w³aœciwoœci tego

materia³u. Do tego celu mog¹ pos³u¿yæ powierzchnie (hiperpowierzchnie) wzbogacal-

noœci.

Je¿eli badana jest zmiana koncentracji sk³adnika W (np. zawartoœci popio³u, siarki, czêœci

lotnych itp.) w produktach, przy za³o¿eniu, ¿e o rozdziale materia³u decyduj¹ dwie cechy, np.

wielkoœæ ziarna i jego gêstoœæ, czyli wektor losowy (D, R), wówczas dwuwymiarowa

regresja pierwszego rodzaju

E E D d P d( | , ) ( , )= = =r l r (2.10)

jest odpowiednikiem krzywej wzbogacalnoœci Henry’ego (Tumidajski 1997). Z kolei maj¹c

dany rozk³ad wektora losowego (D, R, W), tzn. znana jest funkcja gêstoœci tego rozk³adu

g(d, r, w), wówczas wzór (2.10) mo¿na zapisaæ w postaci

l r
r

r
( , )

( , , )

( , )

min

max

d

wg d w dw

f d

W

W

=
ò

(2.11)

gdzie f(d, r) – funkcja gêstoœci rozk³adu wektora losowego (D, R).

Je¿eli nastêpuje rozdzia³ materia³u na dwa produkty ze wzglêdu na dwie cechy w dwóch

kolejnych procesach (np. przesiewanie, a nastêpnie wzbogacanie w cieczach ciê¿kich) i gra-

nicami rozdzia³u s¹ pó³proste d d= $ i r r= $, to wartoœci przeciêtne sk³adnika W w ca³ym

materiale (nadawie) i w produktach (w koncentracie i odpadzie), jak równie¿ uzysk i straty

sk³adnika W w odpadach wyra¿aj¹ siê wzorami (Tumidajski 1997):

— w nadawie:

a l r r r= òò ( , ) ( , )d f d ddd
D

(2.12)
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— w koncentracie:

J r
l r r r

r r
( $ , $ )

( , ) ( , )

( , )
d

d f d ddd

f d ddd

D

D

=
òò

òò
1

1

(2.13)

— w odpadach:

b r
l r r r

r r
( $ , $ )

( , ) ( , )

( , )
d

d f d ddd

f d ddd

D

D

=
-

òò

òò
2

1

1
(2.14)

— uzysk:

e r
l r r r

l r r r
( $ , $ )

( , ) ( , )

( , ) ( , )
d

d f d ddd

d f d ddd

D

D

=
òò

òò
2 (2.15)

— straty:

h r
l r r r

l r r r
( $ , $ )

( , ) ( , )

( , ) ( , )
d

d f d ddd

d f d ddd

D

D

=
òò

òò
1 (2.16)

gdzie: D = [dmin, dmax] ´ [rmin, rmax]; D d d1 = ´[ , $ ] [ , $ ]min minr r ; D2 = D\D1.

Warto zauwa¿yæ, ¿e je¿eli G(d, r, w) jest dystrybuant¹ wektora losowego (D, R, W), to

gêstoœæ rozk³adu tego wektora wyra¿a siê wzorem:

g d w
G

d
( , , )r

¶

¶ ¶r¶
=

3

w
(2.17a)

Analogicznie, jeœli F(d, r) jest dystrybuant¹ wektora losowego (D, R), to gêstoœæ jego

rozk³adu ma postaæ

f d
F

d
( , )r

¶

¶ ¶r
=

2

(2.17b)

Zatem, aby okreœliæ funkcjê l(d,r) wystarczy wyznaczyæ dystrybuanty G(d, r, w) oraz

F(d, r).
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Jednym ze sposobów aproksymacji funkcji wy¿ej wymienionych dystrybuant jest zasto-

sowanie wielowymiarowych rozk³adów Morgensterna (Kotz i in. 2000; Niedoba 2011,

2013). Rozk³ad Morgensterna dla wektora (D, R, W) ma postaæ:

G d w( , , )r =
F d F F w F d F F d1 2 3 12 1 2 13 11 1 1 1( ) ( ) ( )[ ( ( ))( ( )) ( (r a r a+ - - + - ))( ( )) ( ( ))( ( ))]1 1 13 23 2 3- + - -F w F F wa r

(2.18)

Natomiast dla wektora losowego (D, R) dystrybuanta przedstawia siê nastêpuj¹co

F d F d F F d F( , ) ( ) ( )[ ( ( ))( ( ))]r r a r= + - -1 2 1 21 1 1 (2.19)

gdzie: F1(d) – dystrybuanta zmiennej losowej D,

F2(r) – dystrybuanta zmiennej losowej R,

F3(w) – dystrybuanta zmiennej losowej W,

wspó³czynniki a, a12, a13, a23 spe³niaj¹ warunki | | , | |a a£ £1 1ij , i = 1, 2; j = 2, 3.

W niektórych przypadkach mo¿na zastosowaæ aproksymacjê Farlie-Gumbela-Mor-

gensterna (Kotz i in. 2000). Wed³ug tej metody dystrybuanta wektora (D, R) ma postaæ

F d F d F g d g( , ) ( ) ( )[ ( ) ( )]r r a r= + ×1 2 1 21 (2.20)

gdzie g1(d), g2(r) – funkcje spe³niaj¹ce warunki g d g1 20 1 0 1( ) [ , ], ( ) [ , ]Î Îr ,

a – dobrany parametr z przedzia³u [–1,1].

Dla aproksymacji funkcji F(d, r) mo¿na równie¿ zastosowaæ rozk³ad dwuwymiarowy

logistyczny (Tumidajski 1997) o postaci

F d a e a e
b d b

( , ) [ ]r r= + +- - -1 1 2
11 2 , gdzie a1, a2, b1, b2 >0 (2.21)

lub dwuwymiarowy rozk³ad Gumbela (Tumidajski 1997)

F d e e e
a d a a d a cd

( , )r r r r= - - +- - - - -
1 1 2 1 2 , gdzie a1, a2, c >0 (2.22)

Ze wzglêdu na trudnoœci rachunkowe przy wyznaczaniu funkcji F(d, r, w), czêsto

zamiast regresji pierwszego rodzaju wyznacza siê regresjê drugiego rodzaju zawartoœci

popio³u od gêstoœci i wielkoœci ziarna. Œrednia zawartoœæ popio³u w badanym materiale

wyra¿a siê wzorem (Tumidajski 1997)
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a l r r r= òò ( , ) ( , )d f d ddd
D

(2.23)

gdzie: D d d d d= Î Î{( , ): [ , ], [ , ]}min max min maxr r r r

Najczêstszymi funkcjami wykorzystywanymi do tego celu s¹ (Dobosz 2001):

— funkcja multiplikatywna f x y x y( , ) = b b b
0

1 2 ;

— funkcja wyk³adnicza f x y e
x y

( , ) = + +b b b0 1 2 ;

— funkcja logistyczna f x y
b

b e b e
c x c y

( , ) =
+ +- -

0

1 21 1 2

;

— funkcja liniowa f x y a a x a y( , ) = + +0 1 2 .

Funkcjê f(d, r) mo¿na wówczas równie¿ wyznaczyæ, korzystaj¹c z metod wielowymia-

rowej aproksymacji j¹drowej (Scott 1992; Niedoba 2005), a mianowicie

f d
N h h

k
d d

h
k

h
ni j

ijj
( , )r

r r
=

-æ

è
çç
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1 1

1 2
1

1
2

2
== åå 11

l

i

k
(2.24)

gdzie k1(x) i k2(y) s¹ jednowymiarowymi funkcjami j¹drowymi, spe³niaj¹cymi warunki

a) 0 01 1 2 2£ < < +¥ £ < < +¥k x c k y c( ) , ( ) ;

b) k x dx k y dy1 21 1( ) , ( )= =
-¥

+¥

-¥

+¥
òò ;

c) k x k x k y k y1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )= - = - ;

h1, h2 oznaczaj¹ d³ugoœæ pasm, N nijij
= å , nij oznacza liczebnoœæ klaso-frakcji (i,j).

Najczêœciej stosowanymi funkcjami j¹drowymi s¹ (Niedoba 2005, 2012):

a) funkcja Epanechnikowa o postaci

K x
x x

( )
| |

=
-æ

è
ç

ö

ø
÷ £

ì

í
ï

îï

3

4 5
1

1

5
52 dla

0dla | |> 5x

(2.25)

b) funkcja Gaussa o postaci

K x e x
x

( ) ( , )= Î -¥ +¥
-1

2

1

2

2

p
dla (2.26)

D³ugoœci pasm h1 i h2 s¹ wówczas zadane wzorami

a) dla funkcji Epanechnikowa

h k s h l s1

1

5
1 2

1

5
21056 1056= =

- -
, , , (2.27)
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b) dla funkcji Gaussa

h k s h l s1

1

5
1 2

1

5
21066 1066= =

- -
, , , (2.28)

gdzie: k – liczba klas dla zmiennej D,

l – liczba frakcji dla zmiennej R,

s1 i s2 – odchylenia standardowe tych zmiennych.

Podstawy teoretyczne metody j¹drowej dla jednowymiarowej zmiennej losowej s¹ za-

prezentowane w nastêpnym rozdziale.

Je¿eli za funkcjê j¹drow¹ dla obu zmiennych przyjmie siê funkcjê Gaussa (2.26), to

funkcja f(d, r) jest wówczas zadana wzorem:
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Natomiast œredni¹ zawartoœæ popio³u w ca³ym materiale mo¿na obliczyæ z poni¿szej

zale¿noœci
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(2.30)

Analogicznie mo¿na okreœliæ œredni¹ zawartoœæ popio³u w koncentracie i w odpadach

(jak równie¿ uzysk i straty), stosuj¹c wzory (2.13–2.16).

Zaprezentowana metoda pozwala na okreœlenie równania teoretycznej powierzchni

l = l(d, r), z tym ¿e zbadanie dok³adnoœci aproksymacji wymaga ca³kowania nume-

rycznego.

2.3. Analiza w³aœciwoœci materia³ów uziarnionych – krzywe i powierzchnie rozk³adu

Jednym z podstawowych elementów oceny procesów przeróbki jest dok³adne osza-

cowanie rozk³adu œredniej wartoœci badanych cech w nadawie i produktach. Do tego celu

wykorzystuje siê metody rachunku prawdopodobieñstwa i statystyki matematycznej.

Od dawna interesowano siê aproksymacj¹ krzywych czêstoœci badanych cech funkcjami

gêstoœci rozk³adu okreœlonego typu. Dotyczy to równie¿ ich skumulowanych postaci, czyli

dystrybuant. Bazowano na znanych z rachunku prawdopodobieñstwa klasach funkcji.

Z uwagi na fakt, ¿e od rozk³adu wielkoœci ziaren materia³u zale¿¹ rozk³ady innych cech
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tych ziaren (Allen 1968; Bodziony 1986; Budryk 1948; Sztaba 1956; Tumidajski 1992)

badania krzywych sk³adu ziarnowego cieszy³y siê szczególnym zainteresowaniem i po-

wsta³o wiele modeli takich krzywych opartych na znanych z rachunku prawdopodobieñ-

stwa rozk³adach, jak np.

— rozk³ad logarytmiczno-normalny (Czornyj 1950; Epstein 1948; Ko³mogorow 1941);

— rozk³ad Weibulla (Allen 1968; Butkiewicz 1977a, b; Lowrison 1974; Lynch 1977;

Rosin, Rammler 1933; Tromp 1937; Tumidajski 1997);

— rozk³ad Gaudina-Schuhmanna-Andreyewa (Andrejew i in. 1980; Gaudin, Meloy

1962; Schuhmann 1960, Rosin, Rammler 1933).

Liczba modeli opisuj¹cych rozk³ady gêstoœci ziaren oraz zawartoœci sk³adników w ziar-

nach jest stosunkowo niewielka. Pocz¹tkowo zak³adano, ¿e rozk³ad gêstoœci ziaren i zawar-

toœci sk³adników mineralnych jest normalny (Andrejew i in. 1941; Tarchow 1958; Wichi-

riew 1961). Dopiero w drugiej po³owie ubieg³ego stulecia zaczê³y pojawiaæ siê prace podwa-

¿aj¹ce prawid³owoœæ za³o¿enia o normalnoœci tych rozk³adów (Breyer 1968; Krutichow-

skaja, Ku¿e³ow 1960; Ozerskaja i in. 1955; Podoba 1959; Szarapow 1956). Szarapow

(Szarapow 1966) oraz Gottfried (Gottfried 1981) zaproponowali na podstawie badañ empiry-

cznych aproksymacjê krzywych rozk³adu za pomoc¹ rozk³adu logarytmiczno-normalnego

lub rozk³adem wyk³adniczym. Charakterystykê omawianych rozk³adów, wraz z metod¹ ich

linearyzacji przedstawiono w tabeli 2.1.

Najlepsz¹ metod¹ oceny dok³adnoœci aproksymacji jest wyznaczenie tzw. odchylenia

resztowego (b³¹d œredniokwadratowy), którego wzór przedstawia siê nastêpuj¹co:

s

d d

p
r

e i t i

i

p

s

s

=

-

-
=
å ( ( ) ( ))F F 2

1

2
(2.31)

gdzie: ps – liczba u¿ytych sit o wielkoœciach oczek di,

F Fe i t id d( ) ( )i – wartoœci, odpowiednio dystrybuanty empirycznej i dystrybuanty wy-

znaczonej wzorem aproksymuj¹cym, dla wielkoœci ziaren di.

Modele krzywych rozk³adu oparte s¹ na okreœlonych klasach funkcji, wœród których

mo¿e nie istnieæ funkcja adekwatna do opisu cech badanego materia³u. Ten fakt sprowoko-

wa³ poszukiwanie innych metod. Nieklasyczne metody statystyczne po raz pierwszy w prze-

róbce surowców mineralnych zosta³y zastosowane w 2003 roku (Niedoba 2003a, b).

Udan¹ prób¹ zastosowania nowych metod statystycznych do analizy œrednich wartoœci

badanych cech materia³ów uziarnionych by³a praca doktorska (Niedoba 2005).

W pracy tej zastosowano cztery nieklasyczne metody:

— metoda bootstrap – charakterystykê tej metody oraz jej rozwój mo¿na przeœledziæ

w pracach (Efron 1979, 1981, 1982, 1985, 1987; Gray, Schucany 1972; Parr 1983;

Hall 1986, 1988; Athreya 1983, 1987; Beran 1984) oraz monografiach (Beran,
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Ducharme 1991; Edgington 1987; Efron, Tibshirani 1993; Noren 1989; Mammen

1992, Hall 1992);

— metody bayesowskie – rozwija³y siê równolegle ze statystyczn¹ teori¹ decyzji

(Domañski, Pruska 2000; Krzyœko 1997). Pod koniec ubieg³ego wieku nast¹pi³

szybki rozwój tej teorii, jak równie¿ jej zastosowañ, miêdzy innymi w medycynie

(Geman, Geman 1984; Neal 1996; Vehtari i in. 1998, 2000), w ochronie œrodowiska

(Bernier 1991, 1994; Fiering, Rogers 1991; Hobbs i in. 1994, 1996), w ekonometrii

(Geweke 1999, 2000) oraz w innych dziedzinach nauki. Na uwagê zas³uguje mo¿li-

woœæ zastosowania tej metody do szacowania ryzyka w ró¿nych procesach;
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Tabela 2.1

Zestawienie charakterystyk omawianych rozk³adów

Table 2.1

Juxtaposition of the characteristics of discussed distributions

Nazwa rozk³adu Parametry Dystrybuanta Linearyzacja dystrybuanty

Weibulla d0, c

G-A-S dmax, c

Log-norm m, s

Gaudina-Meloya d0, r

Mianowskiego M I d1, n1

M II (Tumidajskiego) d0, n0

Frecheta d0, n0

gdzie: F0 ( )u – dystrybuanta rozk³adu N(0,1); F0
1- ( )u – funkcja odwrotna do F0.
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— metoda j¹drowa – jedna z g³ównych metod nowoczesnej teorii nieparametrycznej

estymacji funkcji gêstoœci rozk³adu badanej cechy. Metodê tê zapocz¹tkowa³ Rosen-

blatt (Rosenblatt 1956). Rozwiniêcie tej metody dla estymacji funkcji gêstoœci

jednowymiarowej zmiennej losowej mo¿na znaleŸæ w pracach (Whitle 1958; Parzen

1962; Watson 1963; Stone 1984), natomiast dla estymacji funkcji gêstoœci wielowy-

miarowej zmiennej losowej w pracach (Cacoullos 1966; Epanechnikov 1969; Sain

2001; Scott 1992). Spor¹ czêœæ wyników tych badañ zamieszczono w monografiach

(Efromovich 1999; Eggermont, La Ricia 2001; Eubank 1988; Prakasa Rao 1983;

Silverman 1986);

— metoda Fouriera – równie¿ znana metoda nowoczesnej teorii estymacji funkcji

gêstoœci jednowymiarowej zmiennej losowej, przy u¿yciu szeregu Fouriera

(Chentsov 1962; Efron, Tibshirani 1996; Schwartz 1967; Wahba 1981; Watson

1969). Wiêkszoœæ wyników tych prac zamieszczono w podrêcznikach (Devroye,

Györfi 1985; Efromovich 1999; Hart 1997; Tompson, Tapia 1990; Silverman 1986).

Powy¿sze metody zastosowano, miêdzy innymi, do aproksymacji krzywych rozk³adu

œredniej zawartoœci miedzi legnicko-g³ogowskiego zag³êbia miedziowego, jak równie¿ do

estymacji krzywych sk³adu ziarnowego oraz estymacji przedzia³owej (Niedoba, Tumi-

dajski 2005).

Podstawy teoretyczne nieklasycznych metod statystycznych stosowanych w niniejszej

monografii zamieszczono w podrozdziale 2.3.1.

W wielu procesach separacji o rozdziale materia³u uziarnionego na produkty decyduje

wiêcej ni¿ jedna cecha (np. przy wzbogacaniu grawitacyjnym, czy klasyfikacji przep³ywo-

wej). Zatem wydaje siê zasadnym badanie wielowymiarowych rozk³adów w³aœciwoœci

ziaren. Literatura na ten temat jest skromna (Lyman 1993; Tumidajski 1997; Niedoba 2008,

2009, 2010, 2011; Niedoba, Surowiak 2012). W pracy (Tumidajski 1997) aproksymowano

dwuwymiarow¹ dystrybuantê empiryczn¹ F(d, r) dla mia³ów kopalni Staszic (gdzie d –

wielkoœæ ziarna; r – gêstoœæ ziarna). Zastosowano w tym celu rozk³ady: logistyczny, Pareto

i Gumbela (Butkiewicz, Hys 1977) oraz rozk³ad Morgensterna (Morgenstern 1956).

2.3.1. P o d s t a w y t e o r e t y c z n e n i e k l a s y c z n y c h m e t o d

s t a t y s t y c z n y c h

Jak ju¿ wspomniano, w badaniach przeróbczych zazwyczaj nie wiadomo (lub wiadomo

niewiele) o postaci rozk³adu badanej zmiennej losowej X. Najczêœciej stosuje siê metody

estymacji parametrycznej, które nie zawsze daj¹ dobre wyniki. W zwi¹zku z tym, w ni-

niejszej monografii zastosowano równie¿ metody nieparametrycznej estymacji statystycz-

nej, takie jak:

— estymacja j¹drowa funkcji gêstoœci rozk³adu zmiennych losowych

Metoda j¹drowa jest jedn¹ z g³ównych metod nowoczesnej teorii nieparametrycznej

estymacji funkcji gêstoœci rozk³adu badanej cechy.

Estymator j¹drowy funkcji gêstoœci rozk³adu zmiennej losowej X, ma postaæ:
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ø
÷=å1

1
(2.32)

gdzie funkcja K(x) zwana j¹drem jest funkcj¹ nieujemn¹, spe³niaj¹c¹ warunek (Efromovich, 1999):

K x dx( ) =
-¥

+¥
ò 1 (2.33)

natomiast h > 0 jest parametrem zwanym szerokoœci¹ pasma lub parametrem wyg³adzaj¹cym

(x1,…, xn) oznacza realizacjê próbki losowej.

Miar¹ dopasowania estymatora $ ( )f x do prawdziwej funkcji gêstoœci f(x) jest tak zwany

b³¹d œredniokwadratowy (Silverman 1986)

MSE f E f x f xf( $ ) ( $ ( ) ( ))= - 2
(2.34)

Jednak najczêœciej stosowanym kryterium jakoœci estymatora, które mierzy globalne

dopasowanie $f do estymowanej gêstoœci jest sca³kowany b³¹d œredniokwadratowy (MISE)

MISE f E f x f x dx( $ ) ( $ ( ) ( ))= -
ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï-¥

¥

ò 2 (2.35)

który mo¿na zapisaæ w postaci

MISE f E f x f x dx f x dx( $ ) [ ( $ ( )) ( )] var( $ ( ))= - +
-¥

¥

-¥

¥

òò 2
(2.36)

Zasadnym jest pytanie, czy istnieje taki wybór j¹dra (optymalnego) oraz szerokoœci

(optymalnej) pasma h, przy którym sca³kowany b³¹d œredniokwadratowy estymatora j¹-

drowego jest najmniejszy dla dowolnej estymowanej funkcji gêstoœci.

OdpowiedŸ jest pozytywna (Silverman 1986) o ile estymowana funkcja gêstoœci spe³nia

pewne warunki regularnoœci (jest dwukrotnie ró¿niczkowalna i druga pochodna spe³nia

warunek Lipschitza dowolnego rzêdu). Udowodniono, ¿e jedynym asymptotycznie optymal-

nym j¹drem jest j¹dro Epanechnikowa, dane wzorem:

(2.37)

gdzie: b – parametr skali t K t dt b2 2( ) =
æ
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Dla innych funkcji j¹drowych miar¹ dobrego dopasowania jest tzw. wspó³czynnik

efektywnoœci, zdefiniowany nastêpuj¹co:

(2.38)

który dla j¹dra Epanechnikowa ma wartoœæ 1. Najczêœciej stosowane (Silverman 1986)

funkcje j¹drowe s¹ zamieszczone w tabeli 2.2.

Z porównania wspó³czynników efektywnoœci w powy¿szej tabeli wynika, ¿e je¿eli u¿yje

siê j¹dra gaussowskiego, czy trójk¹tnego zamiast optymalnego j¹dra Epanechnikowa to

ró¿nice bêd¹ niewielkie. Doboru optymalnej szerokoœci pasma dokonuje siê (Gajek, Ka-

³uszka 2000) nastêpuj¹co:

je¿eli zastosujemy j¹dro Epanechnikowa to:

h nopt =
-

1056
1
5, s (2.39)

natomiast w przypadku j¹dra gaussowskiego:

h nopt =
-

1066
1
5, s (2.40)
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Tabela 2.2

Stosowane funkcje j¹drowe wraz z ich wspó³czynnikami efektywnoœci

Table 2.2

Applied kernel functions with their efficiency coefficients

J¹dro K(x) Wspó³czynnik efektywnoœci
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gdzie: n – liczebnoœæ próbki,

s – odchylenie standardowe.

W praktyce s zastêpujemy estymatorem s obliczonym na podstawie próbki losowej,

wed³ug wzoru s
n

x xi

i

n

= -
=
å1 2

1

( )

— estymacja funkcji gêstoœci rozk³adu zmiennej losowej X metod¹ Fouriera

Metoda Fouriera jest równie¿ znan¹ metod¹ nowoczesnej teorii estymacji funkcji gê-

stoœci jednowymiarowej zmiennej losowej.

Dany jest ortonormalny ci¹g funkcji {jj(x)} na przedziale [0, 1] w nastêpuj¹cy sposób

j
pj x

j

jx j
( )

cos( ) , ,...
=

=

=

ì
í
î

1 0

2 12

dla

dla
(2.41)

Niech f(x) oznacza gêstoœæ badanego rozk³adu. Wówczas korzystaj¹c z teorii szeregów

Fouriera mo¿emy przedstawiæ f(x) za pomoc¹ nieskoñczonej sumy postaci

f x Q xj j

j

( ) ( )=
=

¥

å j
0

,

gdzie Qj oznaczaj¹ wspó³czynniki Fouriera zadane wzorem:

Q f x x dx jj j= =ò ( ) ( ) , , ,...j 12

0

1

(2.42)

Natomiast jj(x) s¹ dane wzorem (2.41).

Estymatorem funkcji gêstoœci f(x) badanego rozk³adu jest suma czêœciowa szeregu

Fouriera

f x Q xJ j j

j

J

( ) ( )=
=
å j

0

(2.43)

gdzie: J – parametr obciêcia (Tarter, Lock 1990).

W wielu przypadkach stosuje siê wyg³adzanie wspó³czynników Fouriera (Watson 1969;

Efromovich 1999) mno¿¹c je przez sta³e, które przyjmuj¹ wartoœci z przedzia³u [0, 1], a za

estymator przyjmuje siê wówczas uogólnion¹ sumê czêœciow¹ f xJ j( ,{ })w =

=
=
å w jj j j

j

J

Q x( )

0

, dla x Î [0, 1], gdzie wj Î [0, 1], Qj i jj(x) s¹ okreœlone odpowiednio

wzorami (2.41) i (2.42).
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Statystyczny problem estymacji gêstoœci f polega na wyznaczeniu estymatora dla

a) wspó³czynników Fouriera Qj,

b) parametru obciêcia J,

c) wspó³czynników wag wj.

Niech X oznacza badan¹ zmienn¹ losow¹, a x1,...xn n-elementow¹ realizacjê próbki

losowej tej zmiennej. Zak³adamy, ¿e zmienna losowa X przyjmuje wartoœci z przedzia³u

[0, 1].

Jako estymatora wspó³czynników Fouriera Qj u¿ywa siê:

$ ( )Q xj j i

i

n

=
=
å1

2 1

j (2.44)

Estymator ten jest estymatorem nieobci¹¿onym i mocno zgodnym (Efromovich 1999).

Nastêpnym krokiem jest wybór parametru obciêcia J. Kryterium doboru oparto na sca³-

kowanym b³¹dzie œredniokwadratowym (b³¹d MISE – wzór (2.35)), który mierzy globalne

dopasowanie estymatora. Za estymator parametru obciêcia przyjmuje siê:

$ arg min
$

$J
Q

n
Q

J J
j

j

J

n

= -
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

£ £ =
å

0

0 2

0

2
(2.45)

dla którego arg min( )
0£ £J J

s

n

a przyjmuje wartoœci równe wskaŸnikowi s najmniejszego elementu

spoœród (a0,...as), natomiast Jn oznacza czêœæ ca³kowit¹ liczby (4+0,5lnn) (Efromovich 1999)

Dla estymatorów wag wj stosuje siê nastêpuj¹c¹ regu³ê:

$ , $
$

$
w w0

0

2
1 1 0= = -

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ >

+

j

j

Q

nQ
jdla

(2.46)

gdzie: ( ) max( , )x x+ = 0 ;

— metody bayesowskie

Odmiennoœæ metod bayesowskich wynika z uwzglêdnienia w procesie wnioskowania

statystycznego informacji pochodz¹cej spoza próbki wylosowanej z populacji generalnej

(Box, Tiao 1992; Berger 1985; Domañski, Pruska 2000; Krzyœko 1997). Cech¹ charak-

terystyczn¹ analizy bayesowskiej jest przyjêcie za³o¿enia, ¿e szacowany parametr rozk³adu

badanej zmiennej losowej jest równie¿ zmienn¹ losow¹ o rozk³adzie okreœlonym na pod-

stawie informacji nie pochodz¹cych z badanej próbki losowej, zwanym rozk³adem a priori

parametru Q. Rozk³ad a priori okreœla siê na podstawie posiadanych informacji po-

chodz¹cych np. z wczeœniejszych badañ. W przypadku ca³kowitego braku wiedzy o sza-
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cowanym parametrze, wprowadza siê nieinformacyjne rozk³ady a priori, nie bêd¹ce roz-

k³adami prawdopodobieñstwa (Szreder 1994).

Za³ó¿my, ¿e badamy populacjê ze wzglêdu na zmienn¹ X, której rozk³ad zale¿y od

parametru QÎW. Na podstawie prostej próbki losowej x X X n= ( ,... , )1 nale¿y podj¹æ de-

cyzjê dÎD (D – zbiór wszystkich mo¿liwych decyzji) o wielkoœci parametru Q. Poniewa¿

decyzjê d podejmujemy na podstawie wyników próbki, wiêc mo¿emy j¹ uznaæ za zmienn¹

losow¹ zwan¹ funkcj¹ decyzyjn¹.

Funkcj¹ straty przy podejmowaniu decyzji dotycz¹cej wartoœci parametru Q nazywa siê

funkcjê L(Q, d) okreœlon¹ dla QÎW i dÎD, której wartoœciami s¹ wielkoœci straty poniesionej

na skutek podjêcia okreœlonej decyzji d. Najczêœciej stosowanymi funkcjami straty s¹

funkcje (kwadratowa i modu³owa) okreœlone nastêpuj¹co:

L d C d C

L d C d C

( , ) ( ) ,

( , ) | | ,

Q Q

Q Q

= - >

= - >

2 0

0
(2.47)

W analizie bayesowskiej wprowadza siê równie¿ pojêcie funkcji ryzyka (ryzyka spo-

wodowanego podjêciem decyzji d przy ustalonej wartoœci parametru Q). Funkcja ryzyka ma

postaæ:

R d E L d x( , ) ( , ( ))Q QQ= (2.48)

gdzie: E L d xQ Q( , ( )) oznacza wartoœæ oczekiwan¹ straty spowodowanej decyzj¹ d przy ustalonej

wartoœci parametru Q. Skoro parametr Q (zgodnie z g³ównymi za³o¿eniami analizy baye-

sowskiej) jest zmienn¹ losow¹, to wobec tego funkcja ryzyka R d( , )Q jest równie¿ zmienn¹

losow¹, mo¿na wiêc rozpatrywaæ wartoœæ oczekiwan¹ tej zmiennej.

Ryzykiem bayesowskim odpowiadaj¹cym ustalonej funkcji decyzyjnej d, nazywa siê

nastêpuj¹c¹ funkcjê:

r g d E R dd( , ) ( , )= Q (2.49)

gdzie: E R dd ( , )Q – wartoœæ oczekiwana funkcji ryzyka przy ustalonej decyzji d,

g – funkcja gêstoœci prawdopodobieñstwa rozk³adu a priori parametru Q.

Je¿eli parametr Q jest zmienn¹ losow¹ typu skokowego o funkcji prawdopodobieñstwa

g P kk k( ) ( ), , ,...Q Q Q= = = 12 (2.50)

gdzie: 0 1£ £g k( )Q i g k
k

( )Q =å 1, to:
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r g d R d g k

k

( , ) ( , ) ( )= å Q Q (2.51)

Jeœli Q ma rozk³ad ci¹g³y o gêstoœci g to:

r g d R d g d( , ) ( , ) ( )= ò Q Q Q
W

(2.52)

Przy podejmowaniu decyzji dotycz¹cej szacowania wartoœci parametru Q d¹¿y siê do

tego, aby wielkoœæ straty i ponoszone ryzyko by³y najmniejsze. Dlatego estymatorem baye-

sowskim parametru Q wzglêdem rozk³adu a priori okreœlonego za pomoc¹ funkcji

prawdopodobieñstwa lub gêstoœci nazywamy statystykê d d X X n0 0 1= ( ,... , ), dla której

zachodzi:

r g d r g d
d D

( , ) inf ( , )0 =
Î

(2.53)

Maj¹c dany rozk³ad a priori parametru Q oraz dodatkowe informacje o jego rozk³adzie na

podstawie próbki wylosowanej z populacji, mo¿emy okreœliæ rozk³ad warunkowy tego

parametru.

Je¿eli za³o¿ymy, ¿e f x( | )Q jest ³¹czn¹ funkcj¹ prawdopodobieñstwa lub ³¹czn¹ funkcj¹

gêstoœci próbki losowej x = (x1,...,xn) zale¿nej od parametru Q, którego rozk³ad jest okreœ-

lony przez funkcjê g (funkcjê gêstoœci lub prawdopodobieñstwa), to ³¹czny rozk³ad próbki

losowej i parametru Q jest wyznaczony przez funkcjê:

h x f x g( , ) ( | ) ( )Q Q Q= (2.54)

Je¿eli znamy funkcjê (2.54), to mo¿emy wyznaczyæ rozk³ad warunkowy parametru Q,
stosuj¹c wzór bêd¹cy uogólnieniem wzoru Bayesa:

g x

f x g

f x gk k

k
( | )

( | ) ( )

( | ) ( )

Q

Q Q

Q Q
Q

=

×

×å
gdy ma rozk³ad skokowy o funkcji prawd.

gdy ma r

g

f x g

x g d

( | ) ( )

( | ) ( )

Q Q

Q Q Q
Q

W

×

×ò
ozk³ad ci¹g³y o funkcji gêstoœci g

ì

í

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

(2.55)

Rozk³ad ten nazywa siê rozk³adem a posteriori parametru Q.

Warto zauwa¿yæ, ¿e w mianownikach wzorów (2.55) wystêpuje z³o¿enie ³¹cznego

rozk³adu próbki losowej (zale¿nej od parametru Q) okreœlonego przez f x( | )Q z rozk³adem

a priori parametru Q zadanym przez g ( )Q . Zatem rozk³ad a posteriori parametru Q jest

okreœlony za pomoc¹ wzoru (uogólnionego) Bayesa z zastosowaniem z³o¿enia roz-

k³adów.
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Przy wyznaczaniu estymatora bayesowskiego parametru Q korzysta siê z twierdzenia

(Domañski, Pruska 2000), które mówi, ¿e je¿eli g ( )Q jest funkcj¹ prawdopodobieñstwa lub

gêstoœci rozk³adu a priori parametru Q, g x( | )Q jest funkcj¹ prawdopodobieñstwa lub

gêstoœci rozk³adu a posteriori parametru Q dla danego wektora ( ,... , )x xn1 wyników próbki

oraz L d( , )Q jest funkcj¹ straty przy tych rozk³adach (a priori i a posteriori) parametru Q,

a decyzja d Î D, to estymatorem bayesowskim parametru Q jest statystyka d0 spe³niaj¹ca

warunek:

E L d E L d
d D

Q QQ Q( , ) inf ( , )0 =
Î

(2.56)

Tak wiêc postaæ estymatora parametru Q zale¿y nie tylko od rozk³adów a priori

i a posteriori tego parametru, ale równie¿ od doboru funkcji straty L.

Je¿eli funkcja straty jest funkcj¹ kwadratow¹, tzn.

L d C d C( , ) ( ) ,Q Q= - >2 0 (2.57)

to ocen¹ bayesowsk¹ parametru Q jest wartoœæ oczekiwana rozk³adu a posteriori parametru

Q (Domañski, Pruska 2000).

W analizie bayesowskiej mo¿liwa jest nie tylko estymacja punktowa parametrów bada-

nego rozk³adu, lecz równie¿ estymacja przedzia³owa. Je¿eli znamy rozk³ad a posteriori

parametru Q dla wektora próbki x to prawdopodobieñstwo tego, ¿e Q Î|B (gdzie B – zadany

zbiór (przedzia³)) wyznaczymy ze wzoru:

P B x

g x

g x d

i

C

C

i
( | )

( | )

( | )
Q

Q

Q Q

Q
Î =

ì

í
ïï

î
ï
ï

Î
å

ò

(2.58)

gdzie: w pierwszym przypadku: g – funkcja prawdopodobieñstwa rozk³adu a posteriori parametru Q,

a w drugim gêstoœæ rozk³adu a posteriori parametru Q.

Maj¹c dany rozk³ad a posteriori parametru Q dla wyników próbki prostej x oraz funkcjê

straty L okreœlamy przedzia³ ufnoœci parametru Q dla zadanego wspó³czynnika ufnoœci

(1–a). Przedzia³em ufnoœci parametru Q nazywamy taki zbiór B, dla którego:

P B X( | )Q Î = -1 a (2.59)
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2.4. Metoda krigingu

Jedn¹ z ga³êzi statystyki stosowanej s¹ tzw. metody geostatystyczne, bazuj¹ce g³ównie na

analizie wariogramów i krigingu. Pocz¹tki teoretyczne tych metod powsta³y ju¿ w latach

trzydziestych i czterdziestych XX wieku. Natomiast pierwsze zastosowania zosta³y zrobione

w Afryce Po³udniowej przez in¿yniera górnika G. Krige’a i statystyka H.S. Sichela (Sichel

1952). PóŸniejsze badania Krige’a (Krige 1975, 1976, 1981; Krige i in. 1989) mia³y du¿y

wp³yw na rozwój tej teorii. W latach piêædziesi¹tych XX wieku technikami geostatys-

tycznymi zainteresowa³ siê i rozwin¹³ je francuski matematyk G. Matheron (Matheron

1962–63, 1971, 1989), który stworzy³ spójny i przejrzysty formalizm teoretyczny geostatys-

tyki. Wprowadzi³ równie¿ nazwy najwa¿niejszych pojêæ, w tym pojêcia geostatystyki

i krigingu (na czeœæ Krige’a). Od tego czasu nast¹pi³ burzliwy rozwój tej dziedziny nauki.

Pocz¹tkowo metody te by³y stosowane g³ównie do oceny zasobów z³ó¿ kopalin sta³ych,

oceny ich parametrów, jak równie¿ innych zadañ geologiczno-górniczych (David 1977,

1988; Guarascio i in. 1975–76; Journel, Huijbregts 1978; Matheron 1989; Parker 1984;

Ravenscroft, Armstrong 1985; Rendu 1979; Verly i in. 1984).

Z czasem (Zawadzki 2011) znalaz³y zastosowanie równie¿ w innych dziedzinach nauki, m.in.:

— w badaniach œrodowiska naturalnego (Isaaks 1990; Namys³owska-Wilczyñska 1994,

1997, 2002, 2006; Olea 1999; Rouhani i in. 1995; Stein 1985; Webster, Oliver 2000;

Zawadzki 2002);

— w geologii (Dêbowska, Zawadzki 2005; Falivene i in. 2007; Koch, Link 1986;

Heriawan i in. 2008; Hindistan i in. 2010; Namys³owska-Wilczyñska 1993, 1997;

Rouhani i in. 1995; Saikia i in. 2007; Touati i in. 1999; Watson i in. 2001);

— w górnictwie (Mucha 2002; Mucha, Wasilewska 2006, 2009; Rendu 1988; Royle 1979);

— w badaniach gleby (Atteia i in. 1994; Fabijañczyk 2010; Goovaerts 1999, 2000, 2001;

Namys³owska-Wilczyñska 1994; Srivastava, Parker 1988; Zawadzki 2002);

— w rolnictwie (Baranowski i in. 1994; Usowicz 1999; Usowicz, Usowicz 2004);

— w leœnictwie (Bowers i in. 1994; Kint i in. 2003; Kohl, Gertner 1997; Paolo i in. 2002;

St-Onge, Cavayas 1995, 1997; Wallace i in. 2000);

— w hydrologii (Bellhouse 1977; Benson 1966; Cressie, Horton 1987);

— w elektroenergetyce i in¿ynierii œrodowiska (Namys³owska-Wilczyñska, Wilczyñski

2003; Namys³owska-Wilczyñska i in. 2004);

— w meteorologii (Stach 2007a; b);

— w obserwacjach satelitarnych (Atkinson 1993; Chica-Olmo, Abarca-Hernandez

2000; Cohen i in. 1990; Curran 1988; Jakomulska, Clarke 2001; Jupp i in. 1988, 1989;

Marceau i in. 1994, 1994; McBratney, Webster 1986; Miranda i in. 1992; Miranda,

Carr 1994; Usowicz i in. 2009; Zawadzki 2005; Zawadzki i in. 2005);

— w badaniach epidemiologicznych, socjologicznych, finansowych i spo³ecznych

(Bivand 1998; Haining 1990; Luc 2000; Pace i in. 1998).

Zasady geostatystyki po raz pierwszy ca³oœciowo przedstawi³ J.A. Czubek w swoich

wyk³adach (Czubek 1981). Dok³adn¹ charakterystykê tej dziedziny nauki mo¿na znaleŸæ
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w pracach (Chilès, Delfiner 1979; Cressie 1991; David 1988; Goovaerts 1997; Namy-

s³owska-Wilczyñska 2006; Panatier 1996; Webster, Oliver 2000).

W przeróbce surowców mineralnych po raz pierwszy zastosowano metodê krigingu

zwyczajnego w roku 2010 (Niedoba 2010).

Wêgiel jako surowiec energetyczny cechuje siê wieloma parametrami okreœlaj¹cymi

jego jakoœæ. Dane dotycz¹ce tych parametrów s¹ traktowane zazwyczaj jako niezale¿ne

wielkoœci. Takie podejœcie nie zawsze jest w³aœciwe, co pokazano w poprzednich roz-

dzia³ach.

Do badania rozk³adów cech materia³ów uziarnionych, jak równie¿ zale¿noœci pomiêdzy

nimi, mo¿na tak¿e zastosowaæ metodê krigingu zwyczajnego. W przeróbce surowców

mineralnych stosuje siê j¹ zazwyczaj do ustalenia jak kszta³tuje siê rozk³ad wielkoœci

ustalonej cechy ziarna materia³u w zale¿noœci od innych jego cech, jak np. wielkoœci ziarna

od jego gêstoœci, czy te¿ zawartoœci okreœlonego sk³adnika lub te¿ innej w³aœciwoœci

(w przypadku wêgla mo¿e to byæ liczba Rogi, wartoœæ ciep³a spalania itp.) od wielkoœci

ziarna i jego gêstoœci. Metoda ta pozwala okreœliæ badane w³aœciwoœci dla ziarna o dowolnej

wielkoœci i gêstoœci (na podstawie danych doœwiadczalnych). Wyniki (dane) uzyskane

metod¹ krigingu zwyczajnego daj¹ mo¿liwoœæ dok³adniejszego opisu wielowymiarowego

modelu, charakteryzuj¹cego dane z³o¿e (pok³ad), z którego pochodzi analizowany materia³

ani¿eli na podstawie tylko danych doœwiadczalnych. Ponadto wyniki uzyskane metod¹

krigingu zwyczajnego, zastosowane dla materia³ów pochodz¹cych z ró¿nych z³ó¿, pozwa-

laj¹ na okreœlenie istotnych ró¿nic pomiêdzy nimi.

2.4.1. P o d s t a w y t e o r e t y c z n e m e t o d y k r i g i n g u z w y c z a j n e g o

Materia³ uziarniony zosta³ podzielony na n frakcji w zale¿noœci od jednej lub dwóch jego

cech (np. wielkoœci i gêstoœci ziarna). W ten sposób dla n ziaren otrzymano punkty Pi = (xi,

yi), i =1, …, n., gdzie xi oznacza œredni¹ wielkoœæ cechy X z i-tej frakcji, a yi œredni¹ wartoœæ

cechy Y z i-tej frakcji. Nastêpnie okreœliæ nale¿y odleg³oœæ pomiêdzy ziarnami Pi i Pj,

stosuj¹c wzór:

d( , ) ( ) ( )P P a x x b y yi j i j i j= - + -2 2 2 2
(2.60)

Gdzie a i b s¹ pewnymi wspó³czynnikami tak dobranymi, aby obie w³aœciwoœci mia³y taki

sam wp³yw na odleg³oœæ miêdzy ziarnami. W przypadku, gdy materia³ zosta³ podzielony ze

wzglêdu na jedn¹ cechê, np. wielkoœæ lub gêstoœæ ziarna, to odleg³oœæ d( , ) | |P P x xi j i j= - lub

d( , ) | |P P y yi j i j= - .

Niech Z oznacza w³aœciwoœæ ziarna (zawartoœæ popio³u, siarki, cia³ lotnych itd. w ma-

teriale wêglowym). Nale¿y traktowaæ Z jako zmienn¹ losow¹, która jest funkcj¹ wielkoœci

i gêstoœci ziarna, czyli Z = Z(r, d). Dla wyznaczenia tej zale¿noœci mo¿na pos³u¿yæ siê

klasycznymi metodami statystycznymi, wyznaczaj¹c funkcjê regresji drugiego rodzaju.
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W tym rozdziale zastosowana zostanie punktowa aproksymacja zmiennej Z, z u¿yciem

teorii krigingu zwyczajnego. Klasycznym pojêciem w teorii krigingu jest funkcja wariogra-

mu funkcji losowej, która jest okreœlona za pomoc¹ wzoru

g( ) [ ( ) ( )]h E Z P h Z P= + -
1

2

2
(2.61)

gdzie: E(X) oznacza wartoœæ œredni¹ zmiennej losowej X, natomiast P+h oznacza punkt odleg³y od

punktu P o wielkoœæ h.

Do okreœlenia estymatora empirycznego wariogramu g(h) zastosowano estymator empi-

ryczny Matherona w postaci

g* ( )
( )

( ( ) ( ))
( )

h
N h

Z P h Z Pi i

i

N h

= + -
=
å1

2

2

1

(2.62)

gdzie: Z(Pi) – dane doœwiadczalne,

N(h) – liczba punktów Pi, Pi+h, które s¹ odleg³e od siebie o wielkoœæ h.

Na podstawie danych empirycznych konstruuje siê ró¿ne modele teoretyczne funkcji

wariogramu. Najpopularniejszymi s¹ nastêpuj¹ce modele teoretyczne:

a) model sferyczny
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h
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h
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(2.63a)

b) model wyk³adniczy

g( ) exph C
h

a
= × - -æ
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ú1 (2.63b)

c) model Gaussa

g( ) exph C
h

a
= × - -
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1
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2
(2.63c)

d) model liniowy

g( )h Ah B= + (2.63d)
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e) model potêgowy

g( )h Cha= (2.63e)

Dla wszystkich modeli przyjmuje siê, ¿e g(0) = 0, czyli w punkcie h = 0 funkcje g(h)

mog¹ mieæ punkt nieci¹g³oœci. Celem zastosowania krigingu zwyczajnego jest okreœlenie

wartoœci Z w innych punktach ni¿ doœwiadczalne. Pozwoli to na precyzyjniejsze okreœlenie

badanej w³aœciwoœci wewn¹trz frakcji. To z kolei wp³ynie na dok³adniejsze konstruowanie

ró¿nych krzywych i powierzchni (np. krzywe i powierzchnie wzbogacalnoœci Henry’ego,

powierzchnia rozk³adu, czy powierzchnie rozdzia³u), stosowanych w teorii przeróbki surow-

ców mineralnych.

Oznaczaj¹c przez P0 punkt, w którym chcemy okreœliæ w³aœciwoœæ Z przyjmuje siê, ¿e

estymator tej cechy jest dany wzorem

Z P Z Pi i

i

k
* ( ) ( )0

1

=
=
å l (2.64)

gdzie: li – pewne wspó³czynniki,

Pi – punkty pomiarowe, które le¿¹ w najbli¿szym s¹siedztwie punktu P0.

W praktyce polega to na przeanalizowaniu dla danego punktu estymacji P0, czy dodanie

wiêkszej iloœci danych powoduje zwiêkszenie dok³adnoœci oszacowania. Wspó³czynniki li

spe³niaj¹ zale¿noœci

l1 + l2 + …+ lk = 1 (2.65)

Aby wyznaczyæ wspó³czynniki l1, …, lk nale¿y wyznaczyæ minimum funkcji

L E Z P Z Pk i i
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(2.66)

Obliczaj¹c pochodne cz¹stkowe funkcji L i przyrównuj¹c je do zera otrzymujemy uk³ad

równañ zapisany w postaci macierzowej

(2.67)
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gdzie: gij – wartoœæ wariogramu g(h) dla h równego odleg³oœci punktu Pi od punktu Pj,

gi0 – wartoœæ wariogramu g(h) dla h równego odleg³oœci badanego punktu P0 od punktu Pi.

Weryfikacji modelu dokonuje siê przez porównanie wartoœci obliczonych metod¹ kri-

gingu w punktach doœwiadczalnych Pi (ka¿dorazowo usuniêtych z s¹siedztwa) z wartoœciami

empirycznymi w tych punktach. Za miarê dok³adnoœci dopasowania przyjmuje siê b³¹d

œredniokwadratowy sr.

s

Z P Z P

k
r

i i

i

k

=

-

-
=
å ( ( ) ( ))* 2

1

2
(2.68)

gdzie: Z*(Pi) – wartoœæ obliczona metod¹ krigingu zwyczajnego,

Z(Pi) – wartoœæ empiryczna.

2.4.2. K r i g i n g w b a d a n i a c h r o z k ³ a d ó w c e c h m a t e r i a ³ ó w

u z i a r n i o n y c h

Wielowymiarowa analiza danych jest obecnie czêstym zagadnieniem pojawiaj¹cym siê

w szeregu badañ naukowych. Dotyczy to równie¿ przeróbki surowców mineralnych, gdzie

jednym z potencjalnych zastosowañ tego typu analizy jest badanie jakoœciowe surowca

mineralnego ze wzglêdu na kilka jego cech. Istnieje wiele technik umo¿liwiaj¹cych tworze-

nie takich modeli. W tym rozdziale zaproponowano metodê krigingu, ze szczególnym

uwzglêdnieniem krigingu zwyczajnego. Zwyczajowo, technika ta wykorzystywana jest

powszechnie w geostatystyce, w badaniach terenowych. Proponowana w pracy metodyka

mo¿e byæ jednak wykorzystana równie¿ w innych celach, w tym w badaniach jakoœciowych

wêgla. Materia³em do badañ by³ wêgiel pobrany z jednej z kopalñ Górnego Œl¹ska, który

wstêpnie zosta³ rozdrobniony i podzielony na klaso-frakcje. W ka¿dej z nich badano

zawartoœci popio³u, siarki i czêœci lotnych. Stanowi³o to bazê do zastosowania metod

krigingu zwyczajnego.

W celu ustalenia jak kszta³tuje siê rozk³ad wielkoœci ziarna przy ustalonej gêstoœci

zastosowano metodê krigingu zwyczajnego z odpowiednio dobran¹ funkcj¹ wariogramu. Na

podstawie danych doœwiadczalnych dotycz¹cych rozk³adu wielkoœci ziaren wêgla, przy

ustalonych gêstoœciach i odpowiednio dobranym wariogramem symuluje siê rozk³ad wiel-

koœci ziaren przy dowolnej gêstoœci.

Przyjêto oznaczenia: D – zmienna losowa okreœlaj¹ca wielkoœæ ziarna; R – zmienna

losowa okreœlaj¹ca jego gêstoœæ.

Dla wyznaczenia funkcji gêstoœci rozk³adu warunkowego f d( | )r lub dystrybuanty ta-

kiego rozk³adu F d( | )r , zastosowano metodê krigingu, aby okreœliæ zale¿noœæ wielkoœci

ziarna od jego gêstoœci.
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Oznaczmy przez D(r) odwzorowanie, które ustalonej gêstoœci r przyporz¹dkowuje

wektor ( ( ), ( ),... , ( ))D D Dk1 2r r r , gdzie Di(r) oznacza udzia³ procentowy i-tej klasy ziar-

nowej w badanym materiale uziarnionym.

Za³ó¿my, ¿e dysponujemy wartoœciami odwzorowania D(r) dla r1, r2, …, rm i chcemy

oszacowaæ wartoœæ D(r0), gdzie r0 oznacza dowoln¹ dopuszczaln¹ wartoœæ gêstoœci materia³u.

Zastosowanie metody krigingu zwyczajnego wymaga za³o¿enia, ¿e pole losowe jest

polem stacjonarnym, czyli ¿e E D D hi i( ( ) ( ))r r- + = 0 i V D D h hi i( ( ) ( )) ( )r r g- + = 2 ,

gdzie E(X) jest wartoœci¹ œredni¹ zmiennej losowej X, a V jest jej wariancj¹ (Namys³owska-

-Wilczyñska 1995, 2006).

Funkcjê g(h) nazywa siê wariogramem (lub semiwariogramem). W praktyce oznacza to,

¿e dla oszacowania zmiennej Di(r0) bierze siê pod uwagê tylko przedzia³ rÎ[a, b], w którym

te postulaty mog¹ byæ spe³nione.

Przyjmuje siê, ¿e estymatorem Di(r0) jest predyktor

D Di k i k

k

m
* ( ) ( )r l r0

1

=
=

å , gdzie lk

k

m

=
=
å 1

1

(2.69)

Nale¿y dobraæ wartoœci li , i = 1, …, m tak, aby funkcja

F V D Dm i k i k

k

m

( ,... ) ( ) ( )l l r l r1 0

1

= -
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

=
å (2.70)

osi¹ga³a minimum przy warunku lk

k

m

=
=

å 1

1

. Korzystaj¹c z funkcji Lagrange’a

L Fm m i

k

m

( ,... , , ) ( ,.... )l l m l l m l1 1

1

= +
=

å (2.71)

otrzymujemy uk³ad równañ, z którego mo¿na wyznaczyæ optymalne wartoœci l1,…, lm oraz

m (wzór (2.67)).

Uk³ad ten, dla badanego zagadnienia, ma postaæ

G G× =X 1 (2.72)

gdzie

(2.73)
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gdzie: hij – odleg³oœæ pomiêdzy gêstoœciami ri i rj dla i=1,…, m, j=1,…, m,

hi0 – odleg³oœæ pomiêdzy gêstoœci¹ rI i r0, i=1,…, m,

g(h) – odpowiednio dobrana funkcja wariogramu.

Jednym z wa¿niejszych elementów metody krigingu zwyczajnego jest dobór odpowied-

niej funkcji wariogramu. Przy doborze tej funkcji rozwa¿ano wszystkie typy: sferyczny,

wyk³adniczy, Gaussa, potêgowy i liniowy (wg wzorów (2.63a–e)).

Estymator Matherona (wzór (2.62)), w tym przypadku ma postaæ:

g r r*
( )

( )
( )

( ( ) ( ))h
N h

D h Di i

i

N h

= + -
=
å1

2

2

1

(2.75)

gdzie: N(h) oznacza liczbê par (ri, ri+h), oddalonych o odleg³oœæ h.
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3. Zastosowania praktyczne probabilistycznych modeli
teoretycznych

3.1. Aproksymacja krzywych wzbogacalnoœci Henry’ego

W celu przeprowadzenia przedstawionego w rozdziale 2 opisu dokonano rozdzia³u wêgla

typu 31 (patrz za³¹cznik), pobranego z jednej z kopalñ Górnoœl¹skiego Okrêgu Przemy-

s³owego i podzielono na frakcje wed³ug gêstoœci (1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9).

Wyniki doœwiadczalne przedstawia tabela 3.1.

Do aproksymacji funkcji zastosowano funkcje logistyczne (równanie 2.9c), osobno

dla frakcji o gêstoœci mniejszej ni¿ 1,4 [g/cm3] oraz frakcji o gêstoœci wiêkszej ni¿ 1,41

[g/cm3], które po³¹czono na odcinku (1,4–1,41) funkcj¹ liniow¹. Dla frakcji o gêstoœci

mniejszej ni¿ 1,3 wyznaczono zawartoœæ popio³u w punktach o wartoœci ich wspó³-

rzêdnej gêstoœci równych 0,5; 0,8 oraz 1,0 (wielkoœci czysto teoretyczne, które nie

wystêpuj¹ w praktyce), stosuj¹c metodê krigingu zwyczajnego, a nastêpnie dokonano

aproksymacji.

Tabela 3.1

Rozdzia³ wêgla na frakcje gêstoœciowe

Table 3.1

Separation of coal into density fractions

ri–1–ri

[g/cm3]

Œrednia gêstoœæ r0i

[g/cm3]

Udzia³ procentowy gi

[%]

Udzia³ skumulowany gi

[%]

Zawartoœæ popio³u l
[%]

<1,3 0,65 62,47 62,47 2,61

1,3–1,4 1,35 23,99 86,46 3,77

1,4–1,5 1,45 6,18 92,64 17,32

1,5–1,6 1,55 2,29 94,93 26,08

1,6–1,7 1,65 0,66 96,59 32,48

1,7–1,8 1,75 2,75 98,34 38,34

1,8–1,9 1,85 1,66 100 48,32



Funkcja l r0 ( ) ma wiêc postaæ
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(3.1)

Do wyznaczenia funkcji F(r) u¿yto rozk³adu logistycznego (równanie 2.9c) oraz roz-

k³adu GSA (równanie 2.9f), dla frakcji o gêstoœci mniejszej ni¿ 1,3 [g/cm3] wykorzystano

punkty otrzymane za pomoc¹ metody krigingu zwyczajnego (Niedoba, Tumidajski 2012).

Otrzymana funkcja F(r) przedstawia siê nastêpuj¹co

F

e

( )

, ,

,

,

,

r
r r

=
<

+ -

0 0082 132
1

1 272 3427

16 5464

5 3815

dla

dla r ³

ì

í
ï

îï
132,

(3.2)

Do oceny jakoœci aproksymacji zastosowano b³¹d œredniokwadratowy (zwany równie¿

odchyleniem resztowym) sr, wed³ug wzoru (3.3)

s
f f

k
r

i ii

k

=
-

-
=å (

~
( ) ( ))r r 2

1

2
(3.3)

gdzie:
~

( )f ir – wartoœæ teoretyczna,

f i( )r – wartoœæ eksperymentalna,

k–2 – iloœæ pomiarów, pomniejszona o iloœæ badanych zmiennych, czyli w tym przy-

padku o 2.

Dla funkcji l0(r) sr = 1,14%, a dla funkcji F(r) sr = 0,78%. Mo¿na wiêc uznaæ, ¿e funkcje

te s¹ dobrymi aproksymantami badanych zale¿noœci.

Wyniki aproksymacji zamieszczono w tabeli 3.2 oraz na rysunkach 3.1 i 3.2.

Po przekszta³ceniu wzoru (2.9c) otrzymano dla x = r, F(x) = g

r g g g= = - --F
c

1 1
1( ) ( ln( ))lnb

(3.4)

A nastêpnie, stosuj¹c powy¿szy wynik we wzorze (3.2), po przekszta³ceniach uzyskano

zale¿noœæ (3.5)
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Tabela 3.2

Wyniki doœwiadczalne i teoretyczne dla funkcji l0(r) i F(r)

Table 3.2

Experimental and theoretical results for functions l0(r) and F(r)

Gêstoœæ r
[g/cm3]

F0(r) –

doœwiadczalna

F(r) –

teoretyczna

Zawartoœæ popio³u l(r)

[%] – doœwiadczalna

Zawartoœæ popio³u l0(r)

[%] – teoretyczna

1,3 62,47 63,00 2,61 2,60

1,4 86,46 86,82 3,77 3,78

1,5 92,64 91,84 17,32 18,40

1,6 94,93 95,95 26,08 24,42

1,7 96,59 97,04 32,48 31,63

1,8 98,34 98,25 38,34 39,96

1,9 98,96 98,96 48,32 48,70

Rys. 3.1. Wykres aproksymowanej funkcji F(r)

Fig. 3.1. Plot of approximated function F(r)
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Wartoœci l1(g) przedstawiono w tabeli 3.3 i zobrazowano na rysunku 3.3.

Funkcjê l (g) mo¿na aproksymowaæ równie¿ w inny sposób, a mianowicie korzystaj¹c

z faktu, ¿e gÎ[0, 1] oraz wartoœci skumulowanego g stanowi¹ ci¹g rosn¹cy, mo¿na aproksy-

mowaæ funkcjê g l= F( ) funkcjami opisuj¹cymi dystrybuanty zmiennej losowej, a nastêpnie

wyznaczaj¹c funkcjê odwrotn¹ g l= F-1 ( ) uzyskuje siê poszukiwan¹ zale¿noœæ.

Do aproksymacji funkcji g(l) zastosowano po³¹czenie dwóch funkcji typu logistycznego

(równanie (2.9c)) (wartoœæ w punkcie l = 0,1 zosta³a wyznaczona za pomoc¹ metody

krigingu zwyczajnego) otrzymano

g l

l
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(3.7)
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Rys. 3.2. Wykres aproksymowanej funkcji l0(r)

Fig. 3.2. Plot of approximated function l0(r)



Je¿eli funkcja g l
l

( ) =
+ -

1

1 be c
, to funkcja do niej odwrotna jest postaci

l g g g( ) (ln ln( ) )= - - +
1

1
c

bln
(3.8)
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Rys. 3.3. Funkcja wzbogacalnoœci Henry’ego l1(g)

Fig. 3.3. Henry’s beneficiation function l1(g)

Tabela 3.3

Wartoœci funkcji wzbogacalnoœci l1(g)

Table 3.3

Values of beneficiation function l1(g)

g [%] l1(g) [%]

62,47 2,59

86,46 3,63

92,64 19,51

94,93 23,76

96,59 29,35

98,34 40,72

100 49,24



Stosuj¹c powy¿szy zwi¹zek dla równania (3.7) otrzymuje siê nastêpuj¹c¹ postaæ szu-

kanej funkcji

l g

g

g g g
2

0 026 0 51

0 072 1 0 0045
( )

, ,

, (ln ln( ) , )
=

<

- - - Î

dla

dla ( , ; , )

, (ln ln( ) , ) ( , ; , )

,

0 51 0 8

012 1 0 55 0 8 0 99

0 4

g g g- - - Îdla

9 0 99 1dla g Î

ì

í
ïï

î
ï
ï ( , ; )

(3.9)

Wyniki aproksymacji powy¿sz¹ funkcj¹ zaprezentowano w tabeli 3.4 oraz na rysunku 3.4.

Wartoœæ œrednia l zawartoœci popio³u w ca³oœci materia³u jest wówczas zadana wzorem

l l g g= ò ( )d
0

1 (3.10)

Natomiast je¿eli li oznacza œredni¹ zawartoœæ procentow¹ popio³u w i–tej frakcji

w stosunku do ca³oœci materia³u, to jest zadana wzorem:

l l g g
g

g
i d

i

i=
-

ò ( )
1

(3.11)

gdzie: gi-1 – skumulowany wychód frakcji i-1-ej,

gi – skumulowany wychód frakcji i-tej.
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Tabela 3.4

Wartoœci funkcji wzbogacalnoœci l2(g)

Table 3.4

Values of beneficiation function l2(g)

g [%]

(doœwiadczalne)

l2(g) [%]

(równanie 3.9)

62,47 3,60

86,46 15,84

92,64 24,10

94,93 28,95

96,59 33,99

98,34 42,97

100 49,23



Na podstawie wzorów (3.9) i (3.10) otrzymuje siê, ¿e œrednia zawartoœæ popio³u w ca³ym

badanym materiale wynosi

l l g g g g g g g= = + + - - -( ) , | , [ ln ( ) ln( ) ,,d 0 026 0 072 1 1 0 00
0
0 51 45

0 51
0 8

0

1
g]|

,
,ò

+ + - - - +012 1 1 0 55 0 49
0 8
0 99

0 99
1, [ ln ( ) ln( ) , ]| , |

,
,

,
g g g g g g = 7 2, %

Natomiast je¿eli obliczy siê l na podstawie wyników doœwiadczalnych, czyli l l= å fi ii
,

gdzie li oznacza procentow¹ zawartoœæ popio³u w i-tej frakcji, a fi wychód tej frakcji, to

otrzymuje siê, ¿e l = 6,2%.

Obliczaj¹c na podstawie wzoru (3.11) œredni¹ zawartoœæ popio³u w i-tej frakcji w sto-

sunku do ca³oœci materia³u otrzymuje siê wyniki, które przedstawiono w tabeli 3.5.

Je¿eli do oceny jakoœci przybli¿enia zastosuje siê b³¹d œredniokwadratowy sr dla li, to

otrzymuje siê, ¿e sr = 0,2%.

Porównuj¹c wyniki na zawartoœæ œredni¹ popio³u w ca³ym materiale (ró¿nica wynosi 1%)

oraz badaj¹c ró¿nicê miêdzy zawartoœciami popio³u w poszczególnych frakcjach w stosunku

do ca³ego materia³u, uzyskanymi na podstawie wyników doœwiadczalnych, a wynikami

uzyskanymi poprzez aproksymacjê (b³¹d sr = 0,2%) mo¿na przyj¹æ, ¿e krzywa wzboga-

calnoœci Henry’ego dobrze opisuje przebieg tego procesu.

Przeprowadzone obliczenia mo¿na spuentowaæ nastêpuj¹cymi stwierdzeniami:

1. Otrzymane wyniki aproksymacji dwuwymiarowej pozwalaj¹ stwierdziæ, ¿e zapre-

zentowana metodyka mo¿e byæ z powodzeniem stosowana do aproksymacji podstawowych

krzywych wzbogacalnoœci Henry’ego, co potwierdza fakt, ¿e œrednia zawartoœæ popio³u
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Rys. 3.4. Funkcja wzbogacalnoœci Henry’ego l2(g)

Fig. 3.4. Henry’s beneficiation function l2(g)



obliczona na podstawie wyników doœwiadczalnych nie ró¿ni siê w znacz¹cy sposób od

wartoœci wyliczonej na podstawie teoretycznej krzywej Henry’ego (ró¿nica o 1%). Ponadto

ró¿nica miêdzy œrednimi zawartoœciami popio³u w poszczególnych frakcjach w stosunku do

ca³ego materia³u, uzyskanymi na podstawie wyników doœwiadczalnych a wynikami teo-

retycznymi dla l2(g) (krzywej otrzymanej na drodze obliczenia funkcji odwrotnej

g l= -F 1 ( )) nie jest du¿a (sr = 0,2%), co œwiadczy o prawid³owoœci stosowanej metody

aproksymacyjnej. Mo¿na przyj¹æ, ¿e uzyskana krzywa teoretyczna l2(g) jest dobr¹ apro-

ksymacj¹ krzywej wzbogacalnoœci Henry’ego l = l(g).

2. Przedstawienie w postaci analitycznej krzywej Henry’ego pozwala oszacowaæ za-

wartoœæ badanego sk³adnika (w dowolnej frakcji badanego materia³u, tzn. w dowolnym

zakresie gêstoœci). Aproksymacja krzyw¹ l1(g) (otrzymanej na drodze kompilacji rozk³adów

logistycznego i GSA), ze wzglêdu na bardziej skomplikowan¹ postaæ jest mniej u¿yteczna

praktycznie.

3. Zastosowanie metody krigingu zwyczajnego do wyznaczenia szukanych wartoœci

interesuj¹cych parametrów badanego materia³u (jak np. gêstoœæ, czy zawartoœæ popio³u)

potwierdza mo¿liwoœæ stosowania tej metody w przypadku braku mo¿liwoœci uzyskania

danych eksperymentalnych.

3.2. Ocena zawartoœci popio³u w wêglu za pomoc¹ nieparametrycznych metod

statystycznych

Wêgiel wchodz¹cy jako nadawa do procesu przeróbczego jest zazwyczaj mieszanin¹

wêgli pochodz¹cych z ró¿nych pok³adów danej kopalni. Ka¿dy pok³ad charakteryzuje siê

odmiennymi cechami i generuje ró¿ne typy rozk³adów badanych parametrów, zatem rozk³ad
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Tabela 3.5

Œrednie zawartoœci popio³u w i-tej frakcji

Table 3.5

Mean ash contents in ith fraction

r – gêstoœæ frakcji
li – zawartoœæ

popio³u we frakcji
Wychód frakcji fi

l ll i if=

(doœwiadczalne)
ll teoretyczne

1,3 0,0261 0,6247 0,0163 0,0153

1,4 0,0377 0,2399 0,0090 0,0190

1,5 0,1732 0,0618 0,0107 0,0120

1,6 0,2608 0,0229 0,0060 0,0060

1,7 0,3248 0,0166 0,0053 0,0052

1,8 0,3834 0,0175 0,0067 0,0066

1,9 0,4832 0,0166 0,0080 0,0079



badanej cechy w ca³ej partii wêgla bêdzie mieszanin¹ rozk³adów badanej cechy w poszcze-

gólnych pok³adach (Niedoba 2005, 2007).

Za³ó¿my, ¿e do przeróbki trafia mieszanina wêgli pochodz¹cych z k ró¿nych pok³adów,

z których wydobywany jest wêgiel. Okreœlmy nastêpuj¹ce zmienne losowe:

Xi – zawartoœæ popio³u w wêglu pochodz¹cym z i-tego pok³adu, i = 1, 2, …, k.

X – zawartoœæ popio³u w wêglu wydobywanym w danej kopalni.

Wówczas rozk³ad zmiennej losowej X bêdzie mieszanin¹ rozk³adów zmiennych loso-

wych Xi, i = 1, …, k.

Wobec tego dystrybuanta F(x) zmiennej losowej X przedstawia siê nastêpuj¹co (Niedoba 2005):

F x p F xi i

i

k

( ) ( )=
=
å

1

(3.12)

gdzie: Fi(x) – dystrybuanta zmiennej losowej Xi,

pi – procentowy udzia³ wêgla z i-tego pok³adu w ca³ej partii wêgla.

Natomiast gêstoœæ rozk³adu zmiennej losowej X ma postaæ:

f x p f xi i

i

k

( ) ( )=
=
å

1

(3.13)

gdzie: fi(x) – gêstoœæ rozk³adu zmiennej losowej Xi.

Zatem aby okreœliæ rozk³ad zmiennej losowej X wystarczy okreœliæ rozk³ady zmiennych

losowych Xi, i = 1, 2, …, k.

W tym celu, na podstawie pomiarów dla ka¿dego z pok³adów nale¿y okreœliæ:

— œredni¹ zawartoœæ popio³u w wêglu [%],

— œrednie odchylenie standardowe s,

— udzia³y procentowe pi.

Nale¿y ponadto dopasowaæ funkcjê gêstoœci rozk³adu zmiennych losowych Xi. Miar¹

dopasowania mo¿e byæ œrednie odchylenie resztowe

s

F x F x

n
r

i j i j

j

n

=

-

-
=

å [ ( ) $ ( )]2

1

2

(3.14)

gdzie: $Fi – dystrybuanta empiryczna,

Fi – dystrybuanta teoretyczna,

n – liczba pomiarów.
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W pracy (Niedoba 2007) przedstawiono oszacowanie zawartoœci popio³u w wêglu

pochodz¹cym z szeœciu pok³adów pewnej górnoœl¹skiej kopalni. Dane przedstawiono w ta-

beli 3.6.

Do estymacji funkcji gêstoœci fi(x) zastosowano:

— rozk³ad log-normalny,

— metodê j¹drow¹ z j¹drem Epanechnikowa oraz j¹drem Gaussa,

— metodê Fouriera.

Wyniki dopasowania ilustruje tabela 3.7, co przedstawiono na rysunkach 3.5 i 3.6.

Dla wiêkszoœci pok³adów najlepsze przybli¿enie stanowi funkcja gêstoœci uzyskana

metod¹ Fouriera, natomiast dla pok³adu trzeciego najlepszy wynik daje metoda Gaussa.

Analizuj¹c b³êdy mo¿na stwierdziæ, ¿e dopasowane rozk³ady logarytmiczno-normalne

w niektórych przypadkach daj¹ lepsze wyniki ni¿ rozk³ady uzyskane metodami j¹drowymi,

co potwierdza celowoœæ okreœlania rozk³adu zawartoœci popio³u w wêglu jako rozk³adu

logarytmiczno-normalnego.
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Tabela 3.6

Przyk³adowe zestawienia procentowych udzia³ów wêgla z szeœciu pok³adów w nadawie trafiaj¹cej do przerobu

Table 3.6

Example of juxtapositions of percentage shares of coal originated from six layers in feed directed to

processing

Nr

i-tego pok³adu

Pok³ad

1

Pok³ad

2

Pok³ad

3

Pok³ad

4

Pok³ad

5

Pok³ad

6

Œrednia zawartoœæ popio³u w wêglu

[%]
13 12 15 14 12 15

Œrednie odchylenie standardowe s 2,2 1,5 3 4,3 3,5 1,9

M1 0 0 0,5 0 0 0,5

M2 0,5 0,5 0 0 0 0

M3 0 0,5 0,5 0 0 0

M4 0,1 0,5 0,1 0,1 0,1 0,1

M5 0,1 0,1 0,5 0,1 0,1 0,1

M6 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1 0,1

M7 0 0,15 0,6 0 0,15 0

M8 0 0,3 0,7 0 0 0

M9 0,1 0,2 0,65 0 0,05 0

gdzie M1 – M9 – przyk³adowe udzia³y procentowe poszczególnych pok³adów.



Na podstawie otrzymanych wyników, najlepsz¹ aproksymacjê funkcji gêstoœci zawar-

toœci popio³u w wêglu w nadawie bêdzie stanowiæ mieszanina funkcji gêstoœci dla po-

szczególnych pok³adów, dla których wartoœæ sr jest najmniejsza, czyli

$ ( ) ( )f x p f xi i

i

n

0 0

1

=
=
å (3.15)
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Tabela 3.7

Zestawienie wyników odchyleñ resztowych sr dla zastosowanych metod aproksymacji

Table 3.7

Juxtaposition of the results of mean squared errors sr for the applied approximation methods

Pok³ad Log-norm Epanechnikov Gauss Fourier

I 0,0594 0,0809 0,0800 0,0487

II 0,0576 0,1164 0,1163 0,0422

III 0,0506 0,0472 0,0466 0,0636

IV 0,0840 0,0723 0,0702 0,0548

V 0,0511 0,0647 0,0637 0,0325

VI 0,0659 0,0608 0,0620 0,0490

Rys. 3.5. Zestawienie aproksymant dystrybuant zawartoœci popio³u w wêglu uzyskanych ró¿nymi metodami dla

wêgla z pok³adu I

Fig. 3.5. Juxtaposition of approximations of coal ash contents distribution functions obtained by various

methods for coal of layer I



gdzie: fi0(x) oznacza estymator gêstoœci w i-tym pok³adzie, dla którego wartoœæ sr jest najmniejsza

(Martyniak 2004; Niedoba 2004; Niedoba, Tumidajski 2006).

Tabela 3.8 przedstawia prawdopodobieñstwa tego, ¿e zawartoœæ popio³u w wêglu

w nadawie nie przekracza 15% dla przyk³adowych mieszanin podanych w tabeli 3.6, przy

za³o¿eniu, ¿e dla wszystkich pok³adów funkcje gêstoœci by³y wyznaczane t¹ sam¹

metod¹ jak i dla funkcji gêstoœci, bêd¹cej mieszanin¹ optymalnych estymatorów na

danym pok³adzie.

Obliczone prawdopodobieñstwa ró¿ni¹ siê w zale¿noœci od rodzaju mieszaniny. Dla

rozk³adu logarytmiczno-normalnego przyjmuj¹ najwiêksze wartoœci, ale trzeba wzi¹æ pod

uwagê, ¿e rozk³ad ten nie by³ optymalnie dopasowany do rzeczywistego rozk³adu; naj-

bardziej prawdopodobne wartoœci przedstawia ostatnia kolumna. Wartoœci tych prawdo-

podobieñstw mo¿na wykorzystaæ przy ocenie ryzyka ekonomicznego przy podejmowaniu

decyzji determinuj¹cych jakoœæ oferowanego wêgla. B³êdne oszacowanie jego para-

metrów mo¿e prowadziæ do wymiernych strat finansowych, jak równie¿ obni¿yæ wartoœæ

produktu.

Na podstawie przeprowadzonych obliczeñ mo¿na stwierdziæ, ¿e:

1. Rozk³ad zawartoœci popio³u w nadawie wêgla nale¿y rozpatrywaæ jako mieszaninê

rozk³adów tej cechy w poszczególnych pok³adach.
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Rys. 3.6. Porównanie dystrybuant otrzymanych dla ró¿nych typów aproksymacji na przyk³adzie mieszaniny

rozk³adów M5

Fig. 3.6. Comparison of distribution functions obtained for various types of approximations on the ex ample

of distribution functions mixture M5



2. Zastosowanie nieparametrycznych metod estymacji pozwala bardziej precyzyjnie

okreœliæ funkcjê gêstoœci ni¿ w przypadku za³o¿enia, ¿e rozk³ad badanej cechy nale¿y do

rodziny rozk³adów zadanych z góry (np. rozk³ad logarytmiczno-normalny).

3. W poszczególnych pok³adach nie zawsze ta sama metoda daje optymalny, mo¿liwy

efekt, dlatego celowe jest zastosowanie funkcji gêstoœci mieszaniny optymalnych estyma-

torów dla poszczególnych frakcji.

4. Metody nieparametrycznej estymacji pozwalaj¹ dok³adniej okreœliæ prawdopodo-

bieñstwo ryzyka ekonomicznego, zwi¹zanego z za³o¿eniem okreœlonej jakoœci wêgla.

3.3. Aproksymacja krzywych sk³adu ziarnowego za pomoc¹ bayesowskich

estymatorów parametrów w rozk³adzie Weibulla

W wielu badaniach maj¹cych na celu porównanie efektów rozdrabniania przeprowadza

siê aproksymacjê otrzymywanych krzywych sk³adu ziarnowego. Do najbardziej znanych

wzorów aproksymuj¹cych krzywe sk³adu ziarnowego nale¿¹ funkcje rozk³adu logaryt-

miczno-normalnego, Weibulla (RRB), Gaudina-Andrejewa-Schuhmanna (GAS) oraz roz-

k³adu uciêtego Weibulla. Podstawow¹ metod¹ wyznaczania parmetrów wystêpuj¹cych we

wzorach funkcji aproksymuj¹cych krzyw¹ sk³adu ziarnowego jest linearyzacja tych wzorów

i zastosowanie metody najmniejszych kwadratów. Jednak¿e estymatory parametrów uzys-

kane t¹ drog¹ s¹ czêsto estymatorami obci¹¿onymi. Nale¿y równie¿ podkreœliæ, ¿e krzywa

uzyskana po linearyzacji metod¹ najmniejszych kwadratów minimalizuje sumê
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Tabela 3.8

Zestawienie wartoœci prawdopodobieñstwa, ¿e zawartoœæ popio³u w nadawie wêgla nie przekracza 15%

P X( %)<15

Table 3.8

Juxtaposition of the probability values that the ash contents in coal feed do not exceed 15% P X( %)<15

Typ mieszaniny Log-norm Epanechnikow Gauss Fourier

I 0,5641 0,4704 0,4721 0,5504 0,5338

II 0,9176 0,8296 0,8326 0,9089 0,9089

III 0,7571 0,7055 0,7096 0,7742 0,7577

IV 0,8258 0,7496 0,7522 0,8248 0,8315

V 0,6519 0,5939 0,5968 0,6442 0,6277

VI 0,7383 0,6601 0,6641 0,6887 0,6821

VII 0,6734 0,6263 0,6304 0,6685 0,6488

VIII 0,6702 0,6276 0,6319 0,6839 0,6608

IX 0,6725 0,6249 0,6290 0,6762 0,6547



( ( ))w au bi i

i

- +å 2 , gdzie wi, ui oznaczaj¹ wartoœci nowych zmiennych po linearyzacji,

natomiast nie minimalizuje sumy ( ( ))y xi i

i

-å F 2 , gdzie krzywa y x= F( ) jest szukan¹

krzyw¹.

W podrozdziale tym zajmiemy siê wyznaczeniem estymatorów parametrów wystêpuj¹cych

w rozk³adzie Weibulla, za pomoc¹ linearyzacji oraz metodami bayesowskimi (Box, Tiao 1992;

Domañski, Pruska 2000; Grabski, JaŸwiñski 2001; Krzyœko 1997; Niedoba 2003b).

W modelu teoretycznym, do opisu krzywej sk³adu ziarnowego stosuje siê dystrybuanty

rozk³adu Weibulla (RRB), o równaniu (Tumidajski 1993):
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(3.16)

gdzie: d – œrednica ziarna,

c – parametr kszta³tu,

d0 – parametr skali.

Funkcja (3.16) w uk³adzie ln ; ln lnd
1

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

F
przyjmuje postaæ liniow¹ y ax b= + i jej

parametry mo¿na oszacowaæ metod¹ najmniejszych kwadratów, gdzie x d= ln , y =
-

ln ln
1

1 F
,

a = c, b = –n ln d0.

Funkcja gêstoœci rozk³adu Weibulla ma postaæ:
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Wartoœæ œrednia zmiennej o rozk³adzie Weibulla zadana jest wzorem (Grabski, JaŸwiñski

2001; Stanisz 2007; Tumidajski 1993):

m E D d
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gdzie: G( )p x e dxp x= -
¥
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0

jest funkcj¹ gamma.

St¹d otrzymujemy, ¿e:
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(3.19)
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Po podstawieniu do wzoru (3.17) otrzymujemy:
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gdzie: a = +æ

è
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c
.

Niech ( ,... , )d dn1 oznacza realizacjê próbki losowej. Funkcja wiarygodnoœci odpo-

wiadaj¹ca danej próbce losowej ma postaæ
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gdzie: b g= × × × =
=
åd d d dn i

c

i

n

1 2
1

... ,

Za³ó¿my, ¿e wartoœæ œrednia m ma przy danej wartoœci parametru c rozk³ad o gêstoœci

g m c1 ( | ), natomiast parametr c ma rozk³ad o gêstoœci g c2 ( ). Na podstawie twierdzenia

Bayesa, ³¹czny rozk³ad parametrów (m, c), przy próbce losowej d ma postaæ

g m c d
f d m c g m c g c

f d m c g m c g c
( ; | )

( | , ) ( | ) ( )

( | , ) ( | ) ( )
=

×1 2

1 2 dmdcòò
W

(3.22)

gdzie: W oznacza obszar zmiennoœci parametrów m i c.

Dla kwadratowej funkcji strat, bayesowski estymator parametru m wyra¿a siê

wzorem

$ ( | ) ( ; | )m E m d mg m c d dmdc= = òò
W

(3.23)

Przyjmuj¹c ró¿ne rozk³ady a priori parametrów m i c, mo¿emy wyznaczyæ ich esty-

matory bayesowskie. W pracy przyjêto, ¿e parametr c jest znany (wartoœæ parametru c

oszacowano za pomoc¹ linearyzacji funkcji Weibulla).
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Jako rozk³ad a priori parametru m przyjêto rozk³ad trójk¹tny dany wzorem:
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up – kwantyl rozk³adu normalnego.

Po podstawieniu do wzoru (3.22) otrzymujemy, ¿e
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Natomiast bayesowski estymator parametru m ma postaæ
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Wstawiaj¹c równania (3.21) i (3.24) do (3.26), po prostych przekszta³ceniach otrzy-

mujemy
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Dla celów testowania ró¿nego sposobu aproksymacji krzywych sk³adu ziarnowego

produktów kruszenia, wykonano proces kruszenia porfiru (w kruszarce szczêkowej) i do-

konano aproksymacji parametrów rozk³adu Weibulla poprzez linearyzacjê oraz za pomoc¹

metody bayesowskiej (Box, Tiao 1992; Domañski, Pruska 2000; Grabski, JaŸwiñski 2001)

porównano efekty aproksymacji. Obliczeñ dokonano za pomoc¹ pakietu STATISTICA PL

(Stanisz 2007) oraz programu Microsoft Excel. Pomocne by³y te¿ tablice statystyczne

(Zieliñski 1972).

Jako miernik dopasowania przyjêto odchylenie resztowe (b³¹d œrednio kwadratowy)

o wzorze

s

d d

k
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t i i

i
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=
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-
=
å ( ( ) ( ))F Ft

2

1

2
(3.28)

gdzie: F t id( ) – dystrybuanta teoretyczna Weibulla,

F t ( )di – dystrybuanta empiryczna, k –liczba klas.

Badany materia³ – porfir, poddano 10-stadialnemu procesowi kruszenia. Dla ka¿dego

z etapów dokonywano analizy sk³adu ziarnowego oraz aproksymowano go za pomoc¹

rozk³adu Weibulla. Do badañ wybrano trzy etapy kruszenia, dla których aproksymacja

rozk³adem Weibulla, otrzymanym metod¹ linearyzacji, nie dawa³a zadowalaj¹cych

efektów.

W wybranych, kolejnych kruszeniach warunki rozdrabniania przedstawia³y siê na-

stêpuj¹co:

II – porfir o klasie (20, 25) mm, 5 kg, kruszarka szczêkowa wypustowa 11 mm (w

kolejnych kruszeniach, nadaw¹ by³ produkt z poprzedniego kruszenia).

III – kruszarka szczêkowa, szczelina wypustowa 4,4 mm.

IV – kruszarka szczêkowa, szczelina wypustowa 2 mm.

Wyniki aproksymacji zestawiono w tabelach 3.9–3.11 oraz na rysunkach 3.7–3.9.

Do sprawdzenia jakoœci aproksymacji wybrano te poziomy kruszenia, dla których

krzywa Weibulla, wyznaczona za pomoc¹ linearyzacji nie by³a najlepiej dopasowana. Za

ka¿dym razem estymatory bayesowskie dawa³y lepsze dopasowanie. Zasadnym jest wiêc

zastanowienie siê nad stosowaniem tej metody estymacji parametrów rozk³adów przy

okreœlaniu teoretycznych krzywych sk³adu ziarnowego, jak i rozk³adów innych wielkoœci

charakteryzuj¹cych materia³ uziarniony.
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Tabela 3.9

Poziom 1 kruszenia

Table 3.9

Level I of crushing

di ni [%] di Fr (d) Ft d
1
( ) Ft d

2
( )

0–5 10,05 2,5 10,05 7,15 7,89

5–6,3 1,94 5,65 11,99 11,41 12,55

6,3–8 2,52 7,15 14,42 18,21 16,56

8–10 6,01 9 20,43 22,74 24,88

10–12,5 13,16 11,25 33,59 33,91 36,78

12,5–16 26,92 14,25 60,51 49,52 62

16–18 9,42 17 69,93 67,43 71,12

18–20 14,40 19 84,33 75,40 78,83

20–25 15,58 22,5 99,91 89,47 91,73

gdzie: Fr d( ) – dystrybuanta empiryczna, Ft d
1
( ) – dystrybuanta rozk³adu Weibulla, przy parametrach

wyznaczonych przez linearyzacjê, Ft d
2

( ) – dystrybuanta rozk³adu Weibulla, gdzie parametry rozk³adu zast¹piono

estymatorami bayesowskimi.

Tabela 3.10

Estymatory parametrów rozk³adu Weibulla

Table 3.10

Estimators of Weibull distribution function

Estymatory wyznaczone przy pomocy

linearyzacji
Estymatory bayesowskie

c d0 c d0

Poziom I

Poziom II

Poziom III

2,12

1,49

1,31

17,05

6,03

3,38

2,12

1,49

1,31

16,12

5,48

2,62

Tabela 3.11

Œrednie b³êdy resztowe sr

Table 3.11

Mean squared errors sr

Metoda linearyzacji Metoda bayesowska

Poziom I 5,49 4,47

Poziom II 4,98 3,75

Poziom III 8,04 4,13
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Fig. 3.7. Juxtaposition of porphyry particle size distribution functions obtained by various methods – 1st stage of
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Fig. 3.8. Juxtaposition of porphyry particle size distribution functions obtained by various methods – 2nd stage
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3.4. Wielowymiarowa analiza w³aœciwoœci materia³ów uziarnionych

W wielu procesach rozdzia³u o skutecznoœci procesu decyduje wiêcej ni¿ jedna cecha

(np. przy wzbogacaniu grawitacyjnym, czy klasyfikacji przep³ywowej). Zatem wydaje siê

zasadnym badanie wielowymiarowych rozk³adów w³aœciwoœci materia³u poddawanego

procesowi. Takie podejœcie jest stosunkowo nowe i literatura na ten temat jest raczej skromna

(Tumidajski 1997; Niedoba, Tumidajski 2008, 2010; Niedoba 2009, 2011, 2012; Niedoba,

Surowiak 2012; Lyman 1993).

W przypadku wêgla najbardziej interesuj¹ce dla badacza procesów przeróbczych s¹

zale¿noœci opisuj¹ce zwi¹zek miêdzy wielkoœci¹ ziarna D, jego gêstoœci¹ R oraz œredni¹

zawartoœci¹ popio³u, tzn. dystrybuanta F(d, r) oraz funkcja wzbogacalnoœci l(d, r)

(Spottiswood, Kelly 1992).

W pracy (Niedoba 2013) badano rozdzia³ wêgla typu 31 (patrz za³¹cznik), pochodz¹cego

z jednej z górnoœl¹skich kopalñ. Rozdzia³u dokonywano na podstawie wielkoœci ziarna D

oraz jego gêstoœci R. Wyniki rozdzia³u przedstawiono w tabeli 3.12. Suma wszystkich

udzia³ów równa siê 100%.

Na podstawie wyników okreœlono dystrybuanty empiryczne rozk³adów brzegowych

F1(d) i F2(r), jak równie¿ ³¹czn¹ dystrybuantê F0(d, r). Nastêpnie dokonano aproksymacji

rozk³adów brzegowych:

— dla zmiennej losowej D zastosowano rozk³ad Weibulla o dystrybuancie zadanej

wzorem:
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Tabela 3.12

Rozk³ad (wagowy w [%]) klasofrakcji opisuj¹cych wielkoœæ ziaren i ich gêstoœæ

Table 3.12

Distribution (weight [%]) of size and density fractions describing particle size and their density

Frakcja gêstoœciowa

r r-1j - j [g/cm3]

Klasa ziarnowa

d dii-1 - [mm]

0–1,3 1,3–1,4 1,4–1,5 1,5–1,6 1,6–1,7 1,7–1,8 1,8–1,9

0–1,00 12,32 2,93 0,47 0,12 0,05 0,40 0,13

1,00–3,15 20,15 4,84 1,25 0,42 0,45 0,39 0,30

3,15–6,30 16,47 8,53 1,38 0,46 0,44 0,42 0,35

6,30–8,00 4,19 1,74 0,32 0,12 0,11 0,12 0,16

8,00–10,00 2,14 1,48 0,34 0,20 0,12 0,07 0,17

10,00–12,50 3,06 1,89 0,64 0,27 0,22 0,18 0,16

12,50–14,00 1,25 1,18 0,14 0,04 0,10 0,06 0,06

14,00–16,00 1,66 0,48 0,84 0,39 0,09 0,03 0,05

16,00–20,00 1,23 0,92 0,79 0,27 0,08 0,10 0,26
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gdzie: d0, c – parametry;

— dla zmiennej losowej R rozk³ad logistyczny cenzurowany
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gdzie: b, c – parametry.

Dopasowania dystrybuant teoretycznych (3.29) i (3.30) dokonano metod¹ najmniejszych

kwadratów, uprzednio linearyzuj¹c te wzory.

Jakoœæ dopasowania tych funkcji ilustruj¹ rysunki 3.10 i 3.11.
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Rys. 3.10. Rozk³ad wielkoœci ziaren wêgla, a) histogram , b) dystrybuanta

Fig. 3.10. Particle size distribution for coal, a) histogram , b) distribution function
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Rys. 3.11. Rozk³ad gêstoœci wêgla, a) histogram, b) dystrybuanta

Fig. 3.11. Particle density distribution for coal, a) histogram, b) distribution function



3.4.1. D y s t r y b u a n t y r o z k ³ a d ó w d w u w y m i a r o w y c h z m i e n n y c h

l o s o w y c h

Aby okreœliæ zwi¹zek pomiêdzy wielkoœci¹ ziarna a jego gêstoœci¹ w przypadku ba-

danego wêgla konieczna jest dwuwymiarowa analiza. Do tego celu pomocna bêdzie tabela

skumulowanego rozk³adu klasofrakcji (tab. 3.13), otrzymana na drodze przekszta³cenia

tabeli 3.12, czyli

Najprostszym sposobem aproksymacji dwuwymiarowej dystrybuanty F0(d, r) jest jej

prezentacja jako iloczynu dwóch dystrybuant dla zmiennych losowych D i R, co oznacza, ¿e

(Fisz 1969; Hahn, Shapiro 1994)

F d
F d F

3
1 2

100
( , )

( ) ( )
r

r
= (3.31)

Wyniki dla dystrybuanty F3(d, r) przedstawiono w tabeli 3.14.

Aby okreœliæ b³¹d aproksymacji zastosowano œredni b³¹d kwadratowy sr (Dobosz 2001)

s
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i j i j
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(3.32)
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Tabela 3.13

Skumulowany udzia³ (%) ró¿nych klas ziarnowych di i frakcji gêstoœciowych rj w nadawie wêgla

Table 3.13

Accumulated share (weight [%]) of various particle size fractions di and density fractions rj in coal feed

rj–1, rj

di–1 - di

0–1,3 1,3–1,4 1,4–1,5 1,5–1,6 1,6–1,7 1,7–1,8 1,8–1,9

0–1,00 12,32 15,25 15,72 15,84 15,89 16,30 16,42

1,00–3,15 32,47 40,24 41,90 42,49 42,99 43,77 44,23

3,15–6,30 48,94 62,54 68,34 69,34 70,27 71,47 72,28

6,30–8,00 53,13 71,15 74,57 75,69 76,73 78,04 79,05

8,00–10,00 55,26 74,77 78,53 79,85 81,02 82,41 83,55

10,00–12,50 58,32 79,72 84,12 85,70 87,09 88,66 89,98

12,50–14,00 59,57 82,15 86,70 88,33 89,92 91,45 92,80

14,00–16,00 61,23 84,29 89,68 91,71 93,29 94,95 96,32

16,00–20,00 62,46 86,46 92,64 94,93 96,59 98,34 100



gdzie: N jest liczb¹ frakcji (N = 63), F3 s¹ wartoœciami obliczonej dystrybuanty opartej na war-

toœciach empirycznych a F0 to wartoœci empirycznej dystrybuanty. W tym przypadku wartoœæ

sr by³a równa 1,37%. Niska wartoœæ b³êdu oznacza, ¿e wielkoœæ ziarna D i gêstoœæ R mog¹ byæ

niezale¿ne od siebie, co jednak nie okaza³o siê byæ prawd¹. Je¿eli zamiast dystrybuant

empirycznych F1(d) i F2(r) zastosuje siê aproksymanty F1(d) i F2(r), dane równaniami (3.29)

i (3.30), funkcja F3(d, r) bêdzie dana jako:

F F F3 1 2( , ) ( ) ( )d dr r= (3.33)
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(3.34)

Wyniki dystrybuanty F3(d, r) zaprezentowano w tabeli 3.15.

Porównuj¹c wyniki dystrybuanty empirycznej F0(di, rj) oraz dystrybuanty F3(di, rj)

otrzymanej na drodze aproksymacji otrzymano wartoœæ b³êdu sr równ¹ 4,18%. Wy¿sza

wartoœæ b³êdu jest oczywista, poniewa¿ b³êdy aproksymacji F1(d) i F2(r) wp³ywaj¹ na

wynik koñcowy.
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Tabela 3.14

Wyniki dla dystrybuanty F d3 ( , )r

Table 3.14

Results for distribution function F d3 ( , )r

rj–1, rj

di–1 - di

0–1,3 1,3–1,4 1,4–1,5 1,5–1,6 1,6–1,7 1,7–1,8 1,8–1,9

0–1,00 10,26 14,20 15,22 15,60 15,87 16,15 16,43

1,00–3,15 27,63 38,24 40,97 41,98 42,72 43,50 44,23

3,15–6,30 45,15 62,49 66,96 68,62 69,81 71,08 72,28

6,30–8,00 49,38 68,33 73,22 75,03 76,34 77,72 79,04

8,00–10,00 52,19 72,24 77,40 79,31 80,70 82,16 83,55

10,00–12,50 56,21 77,80 83,36 85,42 86,91 88,49 89,98

12,50–14,00 57,96 80,22 85,96 88,08 89,62 91,25 92,79

14,00–16,00 60,17 83,28 89,06 91,43 93,03 94,72 96,32

16,00–20,00 62,47 86,46 92,64 94,93 96,59 98,34 100



Inn¹ drog¹ aproksymowania dystrybuanty F0 jest metoda oparta na zastosowaniu rodziny

funkcji Morgensterna, która jest zadana równaniem ogólnym (3.35) (Balasubramanian, Beg

1997; Firkowicz i in. 1977; Johnson, Kotz 1972; Niedoba 2009, 2011a; Niedoba, Tumidajski

2008; Scaria, Nair 1999; Tumidajski 1997)

F d F d F F d F4 1 2 1 21 1 1( , ) ( ) ( )( ( ( ))( ( )))r r m r= + - - (3.35)

gdzie: m – sta³y parametr, mÎ[–1, 1].

Przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadratów (Firkowicz i in. 1977), poprzez

minimalizacjê funkcji L F d F dj i j
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(3.36)

Na podstawie danych empirycznych wyznaczono wartoœæ m = 1 co oznacza, ¿e równanie

dystrybuanty zadane jest wzorem

F d F d F F d F4 1 2 1 21 1 1( , ) ( ) ( )( ( ( ))( ( )))r r r= + - - (3.37)
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Tabela 3.15

Wyniki dystrybuanty F( , )di r j

Table 3.15

Results for distribution function F( , )di jr

rj–1, rj

di–1 - di

0–1,3 1,3–1,4 1,4–1,5 1,5–1,6 1,6–1,7 1,7–1,8 1,8–1,9

0–1,00 10,85 13,61 14,37 15,20 15,99 16,42 16,47

1,00–3,15 25,38 31,87 33,63 35,39 37,42 38,44 38,55

3,15–6,30 43,69 54,86 57,89 61,26 64,41 66,16 66,35

6,30–8,00 52,98 66,43 70,20 74,29 78,11 80,23 80,46

8,00–10,00 57,32 71,98 75,96 80,38 84,51 86,82 87,06

10,00–12,50 60,67 76,80 80,39 85,07 89,45 91,88 92,14

12,50–14,00 62,25 78,50 82,84 87,67 92,18 94,68 94,90

14,00–16,00 63,58 79,83 84,25 89,15 93,74 96,22 96,56

016,00–20,00 64,68 81,20 85,70 90,69 95,35 97,74 98,22



Wyniki aproksymacji z u¿yciem F4(d, r) zosta³y zaprezentowane w tabeli 3.16.

Wynik b³êdu aproksymacji za pomoc¹ funkcji F4(d, r), przy u¿yciu funkcji Morgen-

sterna okaza³ siê byæ równy wartoœci 0,52%. Zatem zastosowanie dystrybuanty Morgen-

sterna da³o lepsze wyniki aproksymacji w porównaniu do metody opartej na prostym

iloczynie. Oznacza to, ¿e istnieje istotny zwi¹zek pomiêdzy wielkoœci¹ ziarna di i gêstoœci¹

rj. Je¿eli zamiast wartoœci empirycznych zastosuje siê aproksymanty F1(d) oraz F2(r), to

wartoœæ parametru m jest nadal równa 1. Równanie funkcji F4(d, r) jest wówczas zadane

wzorem

F F F F F4 1 2 1 21 1 1( , ) ( ) ( )( ( ( ))( ( )))d d dr r r= + - - (3.38)

Wartoœci dystrybuanty F4(d, r) podano w tabeli 3.17.

W tym przypadku wartoœæ sr by³a równa 3,5 %. Jest to wartoœæ mniejsza w porównaniu do

aproksymacji funkcj¹ F3(d, r). Oznacza to tak¿e, ¿e wielkoœæ ziarna i jego gêstoœæ s¹ od

siebie zale¿ne.

Porównanie wszystkich aproksymacji zaprezentowano na rysunku 3.12 (na wklejce).

Na podstawie powy¿szych rozwa¿añ mo¿na stwierdziæ, ¿e jedynie wielowymiarowa

analiza statystyczna mo¿e daæ wystarczaj¹co pe³n¹ informacjê na temat zwi¹zków posz-

czególnych cech materia³u uziarnionego. Oprócz klasycznych metod statystycznych mo¿li-

we jest zastosowanie wielu innych technik, np. rodzina funkcji Morgensterna z zasto-
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Tabela 3.16

Wyniki dystrybuanty F4(d, r)

Table 3.16

Results of distribution function F4(d, r)

rj–1, rj

di–1 – di

0–1,3 1,3–1,4 1,4–1,5 1,5–1,6 1,6–1,7 1,7–1,8 1,8–1,9

0–1,00 13,48 15,81 16,15 16,26 16,32 16,39 16,43

1,00–3,15 33,41 41,12 42,65 43,16 43,53 43,89 44,23

3,15–6,30 49,85 64,83 68,32 69,57 70,96 71,40 72,28

6,30–8,00 53,26 70,27 74,20 75,83 76,89 78,00 79,04

8,00–10,00 55,41 73,84 78,34 79,97 81,15 82,39 83,55

10,00–12,50 58,32 78,85 83,97 85,85 87,20 88,63 89,98

12,50–14,00 59,53 81,00 86,42 88,40 89,84 91,35 92,79

14,00–16,00 61,00 83,69 89,47 91,61 93,15 94,78 96,32

16,00–20,00 62,43 86,46 92,64 94,93 96,59 99,35 100



sowaniem parametrycznych lub nieparametrycznych rozk³adów brzegowych. Oprócz takich

cech jak wielkoœæ i gêstoœæ ziarna mo¿na braæ pod uwagê tak¿e inne cechy, jak np. zawartoœæ

popio³u, czy zawartoœæ siarki, które równie¿ znacz¹co wp³ywaj¹ na jakoœæ analizowanego

materia³u.

3.4.2. Z a s t o s o w a n i e n i e p a r a m e t r y c z n y c h m e t o d s t a t y s t y c z n y c h

Nie zawsze rozk³ady parametryczne daj¹ zadowalaj¹c¹ zgodnoœæ z danymi empiry-

cznymi. W takim przypadku mo¿na zastosowaæ nieparametryczne metody statystyczne, tzn.

metodê Fouriera lub/i metodê j¹drow¹. W pracy (Niedoba 2009) badano rozdzia³ wêgla

pochodz¹cego z jednej z kopalñ Górnego Œl¹ska. Rozdzia³ ten zosta³ dokonany na pod-

stawie wielkoœci ziaren i ich gêstoœci.

Wyniki rozdzia³u materia³u przedstawiono w tabelach 3.18 i 3.19.

Za pomoc¹ metody najmniejszych kwadratów wyznaczono optymalne m w rozk³adzie

Morgensterna i otrzymano dystrybuantê zmiennej (D, R) z poprawk¹ Morgensterna w po-

staci

F d F d F F d F( , ) ( ) ( )( , ( ( ))( ( )))r r r= - - -1 2 1 21 0 26 1 1 (3.39)

Do aproksymacji funkcji F1(d) (dystrybuanty zmiennej losowej D) zastosowano metodê

j¹drow¹ z j¹drem Gaussa.
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Tabela 3.17

Wartoœci dystrybuanty F4(di, rj)

Table 3.17

Results of distribution function F4(di, rj)

rj–1, rj

di–1 – di

0–1,3 1,3–1,4 1,4–1,5 1,5–1,6 1,6–1,7 1,7–1,8 1,8–1,9

0–1,00 13,94 15,58 15,90 16,18 16,38 16,46 16,47

1,00–3,15 30,71 32,27 36,27 37,27 38,09 38,51 38,55

3,15–6,30 48,71 58,06 60,37 62,84 65,05 66,23 66,35

6,30–8,00 56,52 68,77 71,95 75,40 78,56 80,28 80,46

8,00–10,00 59,86 73,59 77,21 81,18 84,84 86,85 87,06

10,00–12,50 62,30 77,21 81,19 85,59 89,65 91,90 92,14

12,50–14,00 63,53 79,11 83,29 87,91 92,91 94,59 94,85

14,00–16,00 64,33 80,31 84,61 89,39 93,83 96,30 96,56

16,00–20,00 65,07 81,45 86,31 90,81 95,40 97,95 98,22
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Tabela 3.18

Empiryczna funkcja gêstoœci f(d, r) i gêstoœci brzegowe f1(d) i f2(r)

Table 3.18

Empirical statistical density function f(d, r) and marginal statistical density functions f1(d) and f2(r)

r\d 2 3,2 4 5 6,3 10 12,5 16 18 20 suma

1,26 0,0004 0,0004 0,0003 0,0004 0,0005 0,0021 0,001 0,0008 0,0005 0,0003 0,0067

1,3 0,0352 0,0283 0,0205 0,025 0,0343 0,0894 0,0407 0,0354 0,0109 0,0151 0,3348

1,35 0,0516 0,0551 0,0388 0,0494 0,059 0,1271 0,0536 0,0445 0,0127 0,0182 0,51

1,4 0,0048 0,0048 0,0039 0,0061 0,008 0,0171 0,0081 0,003 0,0021 0,0029 0,0608

1,45 0,003 0,0028 0,002 0,0026 0,0032 0,0068 0,0031 0,0025 0,0008 0,0011 0,0279

1,5 0,0017 0,0016 0,0011 0,0014 0,0017 0,0034 0,0015 0,0014 0,0003 0,0005 0,0146

1,6 0,0017 0,0013 0,0009 0,001 0,0011 0,0024 0,0012 0,0009 0,0004 0,0004 0,0113

1,8 0,0013 0,0011 0,0008 0,0008 0,001 0,002 0,0008 0,0006 0,0003 0,0002 0,0089

2 0,0007 0,0005 0,0004 0,0003 0,0004 0,0007 0,0003 0,0002 0,0001 0,0001 0,0037

2,2 0,0035 0,0027 0,0018 0,0019 0,0023 0,0048 0,0019 0,0014 0,0004 0,0006 0,0213

suma 0,1039 0,0986 0,0705 0,0889 0,1115 0,2558 0,1122 0,0907 0,0285 0,0394

Tabela 3.19

Dystrybuanta empiryczna F(d, r) i dystrybuanty brzegowe F1(d) i F2(r)

Table 3.19

Empirical distribution function F(d, r) and marginal distribution functions F1(d) andF2(r)

r\d 2 3,2 4 5 6,3 10 12,5 16 18 20

1,26 0,0004 0,0008 0,0011 0,0015 0,002 0,0041 0,0051 0,0059 0,0064 0,0067

1,3 0,0356 0,0643 0,0851 0,1105 0,1453 0,2368 0,2785 0,3147 0,3261 0,3415

1,35 0,0872 0,171 0,2306 0,3054 0,3992 0,6178 0,7131 0,7938 0,8179 0,8515

1,4 0,092 0,1806 0,2441 0,325 0,4268 0,6625 0,7659 0,8496 0,8758 0,9123

1,45 0,095 0,1864 0,2519 0,3354 0,4404 0,6829 0,7894 0,8756 0,9026 0,9402

1,5 0,0967 0,1897 0,2563 0,3412 0,4479 0,6938 0,8018 0,8894 0,9167 0,9548

1,6 0,0984 0,1927 0,2602 0,3461 0,4539 0,7022 0,8114 0,8999 0,9276 0,9661

1,8 0,0997 0,1951 0,2634 0,3501 0,4589 0,7092 0,8192 0,9083 0,9363 0,975

2 0,1004 0,1963 0,265 0,352 0,4612 0,7122 0,8225 0,9118 0,9399 0,9787

2,2 0,1039 0,2025 0,273 0,3619 0,4734 0,7292 0,8414 0,9321 0,9606 1



Otrzymano nastêpuj¹c¹ postaæ dystrybuanty:

F d
n

n
d d

i
i

i

k

1

1

1

214
( )

,
=

-æ

è
ç

ö

ø
÷

=
å F (3.40)

gdzie: ni – udzia³ i-tej klasy ziarnowej,

k – iloœæ klas.

Wyniki aproksymacji zawarto w tabeli 3.20.

Jako miarê dopasowania rozk³adu zastosowano b³¹d œredniokwadratowy

s
F d F d

n
r

emp i teor i=
-

-
å ( ( ) ( ))2

2

Przy aproksymacji funkcj¹ j¹drow¹ Gaussa uzyskano b³¹d sr = 3,62%. Wynik aproksy-

macji zobrazowano na rysunku 3.13 (na wklejce).

Dla aproksymacji dystrybuanty zmiennej R (gêstoœci ziaren) pos³u¿ono siê metod¹

Fouriera.

Dystrybuanta ma wówczas postaæ

(3.41)
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Tabela 3.20

Wyniki aproksymacji dystrybuanty F d1 ( )

Table 3.20

Results of approximation of distribution function F d1 ( )

di [mm] ni Femp [%] Fteor [%]

<2 10,39 10,39 9,48

<3,2 9,86 20,25 17,29

<4,0 7,05 27,30 22,99

<5,0 8,89 36,19 30,73

<6,3 11,15 47,34 41,52

<10,0 25,58 72,92 71,37

<12,5 11,22 84,14 86,57

<16 9,07 93,21 90,71

<18 2,85 96,06 95,23

<20 3,94 100 100
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Wyniki aproksymacji przedstawione s¹ w tabeli 3.21 oraz na rysunku 3.14 (na wklejce).

B³¹d aproksymacji w tym przypadku wynosi sr = 1,35%.

Dla tak zadanych dystrybuant funkcji brzegowych dokonano aproksymacji dystrybuanty

zmiennej dwuwymiarowej F(d, r) wed³ug wzoru (3.39) Wyniki tej aproksymacji zawarto

w tabeli 3.22, a wykres otrzymanej powierzchni przedstawiono na rysunku 3.15 (na wklejce).

B³¹d aproksymacji dla dystrybuanty zmiennej dwuwymiarowej wyniós³ sr = 0,0301.

Uzyskane wyniki pozwalaj¹ stwierdziæ, ¿e otrzymana dystrybuanta teoretyczna F(d, r)

wystarczaj¹co dobrze aproksymuje rzeczywisty rozk³ad zmiennej losowej (D, R). Niewielka

wartoœæ wspó³czynnika Morgensterna m = –0,26118 nie przeczy hipotezie niezale¿noœci

zmiennych D i R, tzn. ¿e F d F d F( , ) ( ) ( )r r= ×1 2 . Rozk³ad uzyskany poprzez klasyczne

mno¿enie dystrybuant brzegowych daje znacz¹co inny wynik (gorzej dobrany) w porów-

naniu do zastosowanego rozk³adu Morgensterna. Œwiadczy to o s³usznoœci stosowania metody.

3.5. Rozk³ady warunkowe

Innym podejœciem do opisu w³aœciwoœci materia³u uziarnionego wielowymiarowymi

rozk³adami zmiennych losowych jest zastosowanie rozk³adów warunkowych. Jak wiadomo,

w przypadku wêgla jednymi z najbardziej interesuj¹cych s¹ zwi¹zki pomiêdzy wielkoœci¹

ziarna D i jego gêstoœci¹ R (dystrybuanta F(d, r)).
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Tabela 3.21

Wyniki aproksymacji dystrybuanty F2 ( )r

Table 3.21

Results of approximation of distribution function F2 ( )r

rj

[g/cm3]
nj Femp [%] Fteor [%]

<1,26 0,67 0,67 0

<1,30 33,48 34,15 32,19

<1,35 51,00 85,15 81,92

<1,40 6,08 91,23 92,87

<1,45 2,79 94,02 93,61

<1,50 1,46 95,48 95,36

<1,60 1,13 96,61 96,28

<1,80 0,89 97,50 97,87

<2,00 0,37 97,87 98,54

<2,20 2,13 100 100



Rys. 3.12. Porównanie dystrybuant a) dystrybuanta empiryczna F0(d, r); b) dystrybuanta F3(d, r);

c) dystrybuanta aproksymowana F3(d, r); d) dystrybuanta F4(d, r); e) dystrybuanta aproksymowana F4(d, r)

Fig. 3.12. Comparison of distribution functions a) empirical distribution function F0(d, r); b) distribution

function F3(d, r); c) approximated distribution function F3(d, r); d) distribution function F4(d, r);

e) approximated distribution function F4(d, r)
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Rys. 3.13. Porównanie dystrybuanty brzegowej F(d) uzyskanej metod¹ j¹drow¹ Gaussa z dystrybuant¹ empiryczn¹

Fig. 3.13. Comparison of marginal distribution function F(d) obtained by Gauss kernel method and empirical

distribution function
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Rys. 3.14. Porównanie dystrybuanty brzegowej F(r) uzyskanej metod¹ Fouriera z dystrybuant¹ empiryczn¹

Fig. 3.14. Comparison of marginal distribution function F(r) obtained by Fourier method and empirical

distribution function
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Rys. 3.15. Wyg³adzona dystrybuanta rozk³adu F(d, r) uzyskana metod¹ Morgensterna

Fig. 3.15. Smoothed distribution function F(d, r) obtained by Morgenstern method



Je¿eli oznaczy siê przez F d( | )r dystrybuantê rozk³adu warunkowego zmiennej losowej

D, przy warunku R = r, tzn.

F d P D d P( | ) ( )r r= < Ù =

oraz jako F(r) dystrybuantê rozk³adu jednowymiarowego zmiennej losowej R to zachodzi

wzór

F d F d F( , ) ( | ) ( )r r r= ×

Dystrybuantê rozk³adu gêstoœci ziarna R mo¿na aproksymowaæ cytowanymi i stoso-

wanymi w poprzednich podrozdzia³ach niniejszej pracy parametrycznymi lub nieparame-

trycznymi rozk³adami zmiennych losowych.

W tej czêœci podjêto próbê aproksymacji rozk³adu warunkowego F d( | )r . Badania oparto

na wynikach badañ laboratoryjnych materia³u wêglowego typu 31 (patrz za³¹cznik), który

rozdzielono na dziewiêæ klas ziarnowych, a nastêpnie ka¿d¹ z nich rozdzielono na osiem

frakcji gêstoœciowych w wyniku przeprowadzenia analizy densymetrycznej.

Na podstawie wyników doœwiadczalnych skonstruowano warunkow¹ empiryczn¹ dy-

strybuantê F d( | )r dla zmiennej D, dla ka¿dej klasy ziarnowej przy ustalonej wartoœci

gêstoœci. Nastêpnie, za pomoc¹ dystrybuanty rozk³adu Weibulla dokonano aproksymacji,

stosuj¹c wzór (Tumidajski 1997):

F( ) expd
d

b

c

= - -æ

è
ç

ö

ø
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æ

è

ç
ç

ö

ø
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÷

1 (3.42)

gdzie b i c s¹ parametrami.
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Tabela 3.22

Dystrybuanta teoretyczna F(d, r)

Table 3.22

Theoretical distribution function F(d, r)

2 3,2 4 5 6,3 10 12,5 16 18 20

1,26 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1,3 0,0256 0,0475 0,0639 0,0867 0,1198 0,2180 0,2720 0,2871 0,3039 0,3219

1,35 0,0743 0,1361 0,1814 0,2435 0,3307 0,5767 0,7046 0,7398 0,7783 0,8192

1,4 0,0865 0,1580 0,2104 0,2817 0,3813 0,6592 0,8019 0,8409 0,8836 0,9287

1,45 0,0874 0,1596 0,2124 0,2843 0,3848 0,6649 0,8085 0,8472 0,8907 0,9361

1,5 0,0894 0,1632 0,2171 0,2905 0,3931 0,6782 0,8241 0,8640 0,9075 0,9536

1,6 0,0904 0,1651 0,2196 0,298 0,3974 0,6852 0,8324 0,8725 0,9164 0,9628

1,8 0,0923 0,1684 0,2240 0,2995 0,4050 0,6973 0,8466 0,8873 0,9317 0,9787

2 0,0930 0,1698 0,2258 0,3020 0,4082 0,7025 0,8526 0,8935 0,9382 0,9854

2,2 0,0948 0,1729 0,2299 0,3073 0,4152 0,7137 0,8657 0,9071 0,9523 1



Otrzymane wyniki zosta³y zamieszczone w tabelach 3.23–3.30.
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Tabela 3.23

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla r<1,3

Table 3.23

Results for experimental and theoretical functions for r<1,3

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3,15–6,3 6,3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 12,66 43,03 75,62 83,12 86,68 91,74 94,22 97,52 100

F( | )d r 11,15 38,91 77,63 85,08 88,24 93,12 95,73 97,12 98,62

Tabela 3.24

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla rÎ[1,3, 1,4]

Table 3.24

Results for experimental and theoretical functions for rÎ[1,3, 1,4]

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3,15–6,3 6,3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 14,91 45,12 74,46 82,47 89,55 93,81 96,59 97,91 100

F( | )d r 11,64 41,84 73,75 83,45 90,90 95,90 97,51 98,87 99,71

Tabela 3.25

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla rÎ[1,4, 1,5]

Table 3.25

Results for experimental and theoretical functions for rÎ[1,4, 1,5]

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3,15–6,3 6,3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 6,60 23,85 48,17 55,39 64,84 73,23 78,59 87,26 100

F( | )d r 5,05 21,64 46,29 57,60 63,91 74,32 81,65 88,26 94,80

Tabela 3.26

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla rÎ[1,5, 1,6]

Table 3.26

Results for experimental and theoretical functions for rÎ[1,5, 1,6]

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3,15–6,3 6,3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 5,31 23,34 43,44 57,50 69,12 75,10 80,20 88,28 100

F( | )d r 4,76 21,16 46,14 57,70 68,98 79,67 81,40 87,11 95,25
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Tabela 3.27

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla rÎ[1,6, 1,7]

Table 3.27

Results for experimental and theoretical functions for rÎ[1,6, 1,7]

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3.15–6.3 6.3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 3,85 27,04 57,28 64,30 71,78 83,56 89,78 95,29 100

F( | )d r 4,49 23,87 55,03 62,18 75,08 85,97 92,04 95,35 99,17

Tabela 3.28

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla rÎ[1,7, 1,8]

Table 3.28

Results for experimental and theoretical functions for rÎ[1,7, 1,8]

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3,15–6,3 6,3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 23,52 44,61 68,63 75,26 79,44 83,51 92,72 94,36 100

F( | )d r 19,03 45,79 73,42 77,73 84,83 90,48 93,70 95,61 98,43

Tabela 3.29

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla rÎ[1,8, 1,9]

Table 3.29

Results for experimental and theoretical functions for rÎ[1,8, 1,9]

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3,15–6,3 6,3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 7,64 27,72 49,61 60,53 69,96 80,04 83,19 85,32 100

F( | )d r 6,27 24,72 50,51 61,18 71,68 81,41 83,70 88,10 95,43

Tabela 3.30

Wyniki dystrybuanty doœwiadczalnej i teoretycznej dla rÎ[1,9, 2,0]

Table 3.30

Results for experimental and theoretical functions for rÎ[1,9, 2,0]

d [mm] 0,5–1 1–3,15 3,15–6,3 6,3–8 8–10 10–12,5 12,5–14 14–16 16–20

F d( | )r 10,65 25,90 36,43 56,01 67,70 74,18 80,75 89,89 100

F( | )d r 8,06 27,76 36,86 57,49 67,45 76,79 82,99 96,06 99,39



Otrzymane dystrybuanty warunkowe dla ca³ego sk³adu ziarnowego zadane s¹ wzorem:
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(3.43)

Jako miarê dopasowania zastosowano b³¹d œredniokwadratowy sr, zadany wzorem (3.44)

(3.44)

Wartoœci b³êdów sr zaprezentowano w tabeli 3.31.

Okaza³o siê, ¿e wartoœci b³êdów dla ka¿dej frakcji gêstoœciowej s¹ do siebie podobne

(w granicach 2 do 3%). Jedynie aproksymacja dla frakcji (1,7; 1,8) da³a znacz¹co gorsze

wyniki, gdzie wartoœæ sr wynios³a 3,73%. Bior¹c pod uwagê wartoœci b³êdów aproksymacji

mo¿na przyj¹æ, ¿e dystrybuanty rozk³adu Weibulla wystarczaj¹co dobrze opisuj¹ krzywe

sk³adu ziarnowego.
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Tabela 3.31

Wartoœci b³êdów œredniokwadaratowych sr

Table 3.31

Values of mean standard errors sr

r [g/cm3] < 1,3 (1,3, 1,4] (1,4, 1,5] (1,5, 1,6] (1,6, 1,7] (1,7, 1,8] (1,8, 1,9] (1,9, 2,0]

sr [%] 2,30 2,24 2,83 2,89 2,44 3,73 2,53 2,84



3.5.1. O k r e œ l e n i e f u n k c j i g ê s t o œ c i d l a z m i e n n y c h l o s o w y c h B i C

p r z y z a s t o s o w a n i u m e t o d j ¹ d r o w y c h

Dla poszczególnych frakcji gêstoœciowych otrzymano ten sam typ rozk³adu, ale jego

parametry by³y ró¿ne.

WprowadŸmy wiêc zmienn¹ losow¹ B, okreœlaj¹c¹ wartoœæ wspó³czynnika b oraz zmienn¹

losow¹ C okreœlaj¹c¹ wartoœæ wspó³czynnika c w teoretycznej dystrybuancie warunkowej F( | )d r
(wzór (3.61)). Otrzymane wartoœci wspó³czynników zosta³y zamieszczone w tabeli 3.32.

Aby okreœliæ funkcjê gêstoœci zmiennych losowych B i C zastosowano metodê j¹drow¹.

Estymator badanej funkcji gêstoœci, otrzymany metod¹ j¹drow¹ na podstawie próbki

losowej (x1, …, xn) jest funkcj¹ (Domañski, Pruska 2000; Niedoba, Tumidajski 2005)

postaci:

~
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å1

1

(3.45)

gdzie: K(x) – funkcja j¹drowa,

h – optymalna szerokoœæ pasma,

n – liczba pomiarów.

Jako funkcjê j¹drow¹ przyjêto j¹dro Gaussa (Domañski, Pruska 2000; Niedoba, Tumidaj-

ski 2005, 2006), dan¹ równaniem

K x
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2

p
(3.46)

Wartoœæ optymalnej szerokoœci pasma dla j¹dra Gaussa wyra¿a siê wzorem

h s
n

= 106
1

5
, (3.47)

gdzie: s – odchylenie standardowe zmiennej losowej X.
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Tabela 3.32

Wartoœci wspó³czynników b i c zale¿nie od wartoœci r

Table 3.32

Values of coefficients b and c dependably on the value of r

r [g/cm3] 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

b 4,21 5,07 8,96 8,92 7,28 4,74 8,35 8,46

c 1,02 1,29 1,35 1,38 1,55 0,99 1,29 1,18



Przez zastosowanie wzorów (3.45), (3.46) oraz (3.47) otrzymano optymalne szerokoœci pas-

ma hB i hC, jak równie¿ estymatory funkcji gêstoœci $ ( )f b i $ ( )f c dla zmiennych losowych B i C.

Dla zmiennej losowej B, hB = 1,29
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(3.48)

Natomiast dla zmiennej losowej C, hc=0,02
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Wartoœci otrzymanych funkcji gêstoœci dla zmiennych losowych B i C, zaprezentowano

w tabelach 3.33 i 3.34. Ponadto, ich graficzn¹ interpretacjê przedstawiono na rys. 3.16 i 3.17.

Analizuj¹c wykresy uzyskanych funkcji dla zmiennych losowych B i C mo¿na postawiæ

hipotezê, ¿e obie zmienne mo¿na opisaæ za pomoc¹ rozk³adu normalnego.

Aby zweryfikowaæ tê hipotezê zastosowano test Shapiro-Wilka (Dobosz 2001), wed³ug

wzoru

( )
W

a n x x

x x

i n i i

i

j

=
-

-

- +å
å

( )( )

( )

1
2 2

2
(3.50)
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Tabela 3.33

Wartoœci funkcji gêstoœci dla zmiennej losowej B

Table 3.33

Values of statistical density functions for random variable B

b 4,21 4,74 5,07 7,28 8,16 8,35 8,92 8,96

$ ( )f b 0,106 0,117 0,117 0,139 0,173 0,174 0,164 0,162

Tabela 3.34

Wartoœci funkcji gêstoœci dla zmiennej losowej C

Table 3.34

Values of statistical density function for random variable C

c 0,99 1,02 1,18 1,29 1,30 1,35 1,38 1,55

$ ( )f c 1,066 1,138 1,416 2,049 2,064 2,017 1,860 0,722



gdzie: ai(n) – wspó³czynniki stablicowane, zale¿ne od liczebnoœci próbki n oraz wskaŸnika i,

i = 1, 2, …,
n

2
.

Dla zmiennej losowej B wartoœæ testu W = 0,684, a dla zmiennej losowej C, W = 0,8787.

Dla n = 8, przy poziomie istotnoœci a = 0,1 obszarem krytycznym testu jest suma prze-

dzia³ów (–¥, 0,818) Ú (0,978, +¥). Poniewa¿ dla zmiennej losowej C wartoœæ testu W nie
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Rys. 3.16. Wykres funkcji gêstoœci dla zmiennej losowej B

Fig. 3.16. Plot of statistical density function for random variable B
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Rys. 3.17. Wykres funkcji gêstoœci dla zmiennej losowej C

Fig. 3.17. Plot of statistical density function for random variable C



zawiera³a siê w obszarze krytycznym, zatem mo¿na przyj¹æ, ¿e zmienna losowa C ma

rozk³ad normalny. Jednak¿e, dla zmiennej losowej B wartoœæ testu W zawar³a siê w obszarze

krytycznym testu, zatem hipoteza o rozk³adzie normalnym zmiennej losowej B musi zostaæ

odrzucona.

3.5.2. R e l a c j a r e g r e s y j n a p o m i ê d z y z m i e n n y m i l o s o w y m i B , C

i g ê s t o œ c i ¹ P

Rozpatrzmy zale¿noœæ regresyjn¹ pomiêdzy zmiennymi B i C oraz gêstoœci¹ ziarna R.

Przybli¿one wykresy tych zale¿noœci, otrzymane na podstawie danych empirycznych zapre-

zentowano na rysunkach 3.18 i 3.19.
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Rys. 3.18. Wykres zale¿noœci pomiêdzy zmienn¹ losow¹ B i gêstoœci¹ ziarna r

Fig. 3.18. Plot of relation between random variable B and particle density r
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Rys. 3.19. Wykres zale¿noœci pomiêdzy zmienn¹ losow¹ C i gêstoœci¹ ziarna r

Fig. 3.19. Plot of relation between random variable C and particle density r



3.5.3. A p r o k s y m a c j a t r a d y c y j n a

Próby aproksymacji rozpatrywanych krzywych za pomoc¹ czêsto stosowanych krzy-

wych regresyjnych nie da³y satysfakcjonuj¹cych wyników. Okaza³o siê, ¿e jedn¹ z metod

okreœlenia postaci równañ tych krzywych jest zastosowanie funkcji ³¹czonych.

W wyniku aproksymacji za pomoc¹ kwadratowej i liniowej funkcji otrzymano nastê-

puj¹ce równania tych krzywych:

C ( )

, , [ , ; , ]

, , [ ,r

r r

r r=

- Î

- + Î

115 0 41 1 3 1 7

5 60 11 70 1 7

dla

dla ; , ]

, , , ,

1 9

20 50 78 50 74 52 1 92- + - ³

ì

í
ï

î
ï r r rdla

(3.51)

B( )
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r r r
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63 73 201 34 150 1 3 1 7

307 50 11
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ì

í
ï

î
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(3.52)

3.5.4. A p r o k s y m a c j a m e t o d ¹ F o u r i e r a

Drug¹ metod¹ okreœlenia funkcji regresyjnych C(r) oraz B(r) jest zastosowanie esty-

matora Fouriera funkcji regresji (Gajek, Ka³uszka 1993; Eubank 1988). Estymator Fouriera

funkcji regresji f(x) okreœlonej w przedziale [–p, p] jest funkcj¹ postaci

f x
a

a jx b jxn j j

j

J n

( ) ( cos sin )= + +
=
å0

12
(3.53)

gdzie: aj i bj – estymatory wspó³czynników szeregu Fouriera, dane nastêpuj¹cymi wzorami:

a f x jxdxj i

S

S

i

n

i

i

=

-

òå
=

1

1
1p

( ) cos (3.54)

b f x jxdxj i

S

S

i

n

i

i

=

-

òå
=

1

1
1p

( ) sin (3.55)

Estymatory te s¹ obliczone na podstawie próbki losowej o liczebnoœci n elementów (x1,

x2, …, xn). Ci¹g {Sn} jest zdefiniowany w nastêpuj¹cy sposób: S0 = –p, S x xK K k= + +
1

2
1( )

dla k = 1, …, n–1, Sn = p.

Parametr Jn jest to tzw. parametr uciêcia, który jest proporcjonalny do n i zale¿y od

wartoœci estymowanej funkcji na krañcach przedzia³u oraz odchylenia standardowego rozpa-

trywanej zmiennej losowej.
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Przez transformacjê wartoœci zmiennej losowej na przedzia³ [–p, p] przy zastosowaniu

transformacji liniowej y = -7 85 12 56, ,r oraz okreœleniu wartoœci parametru uciêcia Jn = 7,

otrzymano estymator funkcji regresji C(r)

C y y y( ) , , cos , sin , cos , sr = + - + -1245 0184 0 991 0 0412 2 0 0073 in , cos

, sin , cos , sin

2 0 0327 3

0119 3 0 059 4 0 004 4

y y

y y y

- +

- - - 0 029 5 0 059 5 0 029 6

0 007 6 0 011

, cos , sin , cos

, sin , c

y y y

y

- + -

+ os , sin7 0 077 7y y-
(3.56)

gdzie y = -7 85 12 56, ,r

Przy przyjêciu parametru uciêcia Jn = 3 dla funkcji regresji B(r)zosta³ otrzymany esty-

mator nastêpuj¹cej postaci:

B y y y( ) , , cos , sin , cos

, sin

r = + - +

-

6 745 2 249 1251 2 225 2

1530 2 1035 3 1273 3y y y- -, cos , sin

(3.57)

gdzie: y = -7 85 12 56, ,r

Wartoœci estymatorów dla punktów pomiarowych zosta³y zaprezentowane w tabelach

3.35 i 3.36.
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Tabela 3.35

Wartoœci funkcji C(r) i jej estymatory

Table 3.35

Values of function C(r) and its estimators

r [g/cm3] 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

C(r) 1,02 1,28 1,35 1,38 1,55 0,99 1,29 1,18

Estymator C(r) 1,00 1,31 1,38 1,39 1,59 0,98 1,26 1,13

Tabela 3.36

Wartoœci funkcji B(r) i jej estymatory

Table 3.36

Values of function B(r) and its estimators

r [g/cm3] 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

B(r) 4,21 5,07 8,96 8,92 7,28 4,74 8,35 8,46

Estymator B(r) 4,33 4,50 10,38 9,83 6,76 4,54 6,97 7,76



Jako kryterium oceny przyjêto wspó³czynnik zgodnoœci, dany równaniem

j2

2

1

2

1

=

-
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=

=

å

å

( ( )
~

( ))

( ( ) )

f x f x

f x f

i i

i

n

i

i

n

(3.58)

gdzie: f – wartoœæ œrednia f(xi),

~
( )f x – estymator funkcji f(x).

Wartoœæ wspó³czynnika j2 dla funkcji C(r) by³a równa 0,004, a dla funkcji B(r) = 0,19,

co potwierdzi³o dobr¹ jakoœæ aproksymacji obu funkcji. Lepsz¹ aproksymacjê uzyskano dla

funkcji C(r), co by³o spowodowane faktem, ¿e hipoteza o normalnoœci rozk³adu zmiennej B

by³a odrzucona.

Okaza³o siê na podstawie analizy, ¿e rozk³ad warunkowy zmiennej losowej D, opisuj¹cy

wielkoœæ ziarna przy za³o¿eniu, ¿e gêstoœæ ziarna jest równa r, jest dany nastêpuj¹cym

równaniem

F( | ) exp
( )

,

( )

d
d

B

C

r
r

r
r

= - -
æ

è
çç

ö

ø
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æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ³1 13dla (3.59)

gdzie B(r) i C(r) s¹ funkcjami danymi równaniami (3.56) i (3.57).

Zastosowanie metody Fouriera do estymacji funkcji regresji da³o mo¿liwoœæ uzyskania

postaci analitycznej rozk³adu warunkowego zmiennej losowej, opisuj¹cej wielkoœæ ziarna

przy za³o¿onej wartoœci jego gêstoœci. Znaj¹c rozk³ad gêstoœci ziarna, która najczêœciej

aproksymowana jest za pomoc¹ rozk³adów Weibulla lub rozk³adu logistycznego mo¿liwe

jest utworzenie dwuwymiarowego rozk³adu opisuj¹cego rozmiar i gêstoœæ ziarna. Mo¿na to

zapisaæ jako:

f d f d f( , ) ( | ) ( )r r r= (3.60)

gdzie: f(d,r) – funkcja gêstoœci dwuwymiarowej zmiennej losowej (D, R),

f d( | )r – warunkowa funkcja gêstoœci zmiennej losowej D przy znanej wartoœci r, a f(r) jest

funkcj¹ gêstoœci zmiennej losowej R.

Tak wiêc mo¿liwe jest badanie w³aœciwoœci materia³u uziarnionego przy zastosowaniu

wielowymiarowych rozk³adów zmiennych losowych (np. powierzchnie wzbogacalnoœci i wzbo-

gacania, powierzchnie rozdzia³u, powierzchnie czêstoœci, czy te¿ czêstoœci skumulowanych).
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Jak ju¿ wielokrotnie wspominano, analiza rozk³adów w³aœciwoœci materia³u uziarnionego

(np. wêgla), które decyduj¹ o jego rozdziale na produkty (zwykle s¹ to wielkoœæ ziarna D

i gêstoœæ R), jak równie¿ zachowanie siê wartoœci œredniej badanej cechy Wi (np. zawartoœæ po-

pio³u, siarki, innych sk³adników, jak równie¿ inne w³aœciwoœci okreœlaj¹ce jakoœæ produktu)

powinna byæ podstaw¹ projektowania uk³adów przygotowania materia³u do wzbogacania, jak

równie¿ samych urz¹dzeñ stosowanych podczas tego procesu. Do analizy rozk³adów dwu-

wymiarowych wektora losowego (D, R) mo¿e s³u¿yæ dystrybuanta F(d, r) jego rozk³adu. Do

badania zale¿noœci wartoœci œredniej cechy Wi od cech decyduj¹cych o rozdziale materia³u

uziarnionego na produkty (D, R) mo¿e s³u¿yæ dwuwymiarowa funkcja regresji postaci

E W D d Pi( | , )= = r . Interpretacjê s³upkow¹ regresji II rodzaju dla wêgla typu 31 na zawartoœæ

siarki i popio³u przedstawiono na rysunkach 3.20 i 3.21 (na wklejce) (Olejnik i in. 2010).

Na podstawie analizy powy¿szych wykresów mo¿na wyodrêbniæ punkty charakterys-

tyczne, jak równie¿ kszta³t powierzchni regresji II rodzaju (powierzchni wzbogacalnoœci),

które mog¹ byæ pomocne w opracowaniu strategii dzia³ania przy budowie ca³ego uk³adu

wzbogacania, b¹dŸ jego modernizacji.

3.6. Zastosowanie krigingu w analizie materia³ów uziarnionych

3.6.1. A n a l i z a w i e l o w y m i a r o w a c h a r a k t e r y s t y k w ê g l a z u ¿ y c i e m

m e t o d y k r i g i n g u

W rozdziale 2.5 przedstawiono charakterystykê metody krigingu zwyczajnego. W po-

ni¿szych podrozdzia³ach zaprezentowane zostanie jego praktyczne zastosowanie.

Przeprowadzaj¹c analizê mia³ów pochodz¹cych z KWK Czeczott – ze wzglêdu na sk³ad

ziarnowy i gêstoœciowy – otrzymano wyniki zamieszczone w tabeli 3.37 (Niedoba 2009;

Tumidajski, Niedoba 2008; Tumidajski 1997)
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Tabela 3.37

Dystrybuanta warunkowa F d( | )r

Table 3.37

Conditional distribution function F d( | )r

Granice frakcji

R [g/cm3]

Granice klas D [mm]

2,0 3,2 4,0 5,0 6,3 10,0 12,5 16,0 18,0 20,0

1,2 4,89 9,29 12,22 21,02 27,87 67,97 80,19 96,08 100 100

1,4 9,50 19,88 24,61 38,06 49,52 73,67 81,57 92,58 95,96 100

1,6 9,62 20,05 24,81 38,32 49,70 73,51 81,67 92,65 95,99 100

1,8 9,69 20,17 24,94 38,47 49,88 73,67 81,78 92,69 96,01 100

2,0 9,73 20,24 25,01 38,53 49,93 73,73 81,82 92,71 96,02 100

2,2 9,93 20,52 25,31 38,83 50,26 74,10 82,07 92,81 96,07 100



Odleg³oœci pomiêdzy poszczególnymi gêstoœciami wynosz¹ odpowiednio: 0,0; 0,2; 0,4;

0,6; 0,8; 1,0.

Rozwa¿aj¹c poszczególne modele wariogramu, dobieraj¹c ich parametry metod¹ naj-

mniejszych kwadratów lub metod¹ najwiêkszej wiarygodnoœci na podstawie danych za-

mieszczonych w tabeli 3.38 otrzymano nastêpuj¹cy wektor wariogramów teoretycznych:

(3.61)

Wartoœci wariogramów teoretycznych dla poszczególnych klas przedstawia tabela 3.39.

Dla klasy d = 2,0 [mm] nie wyznaczono wariogramu, gdy¿ Di

i

m

( )r 0

1

1=
=
å , znaj¹c Di ( )r 0

dla i = 2,…m mo¿na wyznaczyæ D1 0( )r .

W celu sprawdzenia stosowanej metody wyznaczono za pomoc¹ metody krigingu roz-

k³ad wielkoœci ziarna dla gêstoœci r = 1,5 [g/cm3] oraz r = 1,3 [g/cm3] i porównano je

z wynikami doœwiadczalnymi.
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Tabela 3.38

Wartoœci estymatora wariogramu
~

( )g h

Table 3.38

Values of estimator of variogram
~

( )g h

Odleg³oœæ h

[mm]

Granica klas D [mm]

3,2 4,0 5,0 6,3 10,0 12,5 16,0 18,0 20,0

0,2 3,66 0,32 1,56 2,13 25,45 1,76 2,38 0,03 1,63

0,4 4,52 0,42 4,60 2,56 35,92 2,06 3,02 0,04 2,01

0,6 6,15 0,56 6,68 3,47 44,36 2,82 4,15 0,06 2,65

0,8 9,31 0,89 10,15 5,18 66,45 4,26 6,27 0,10 3,96

01 15,10 1,73 11,14 10,49 132,19 9,03 13,26 0,22 7,72

( )
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ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
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89,1

4,2

08,2

9968,1

948,1

946,1

026,2

013,2

98,0

0165,0

3705,1

9968,0

946,15

245,1

275,093,11

917,0
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g



Wyniki rozk³adów doœwiadczalnych i teoretycznych dla poszczególnych gêstoœci przed-

stawiaj¹ tabele 3.40 i 3.41 oraz wykresy 3.22 i 3.23.
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Tabela 3.39

Wartoœci teoretycznych wariogramów g(h)

Table 3.39

of theoretical variograms g(h)

Odleg³oœæ h

[mm]

Granica klas D [mm]

3,2 4,0 5,0 6,3 10,0 12,5 16,0 18,0 20,0

0,2 3,17 0,29 2,11 1,83 23,54 1,76 2,07 0,03 1,43

0,4 4,74 0,43 4,50 2,71 34,76 2,06 3,14 0,04 2,08

0,6 7,09 0,65 6,88 4,00 51,32 2,82 4,77 0,07 3,04

0,8 10,61 0,97 9,27 5,90 75,76 4,26 7,23 0,11 4,44

1 15,87 1,45 11,65 8,72 111,86 9,03 10,97 0,18 6,47

Tabela 3.40

Porównanie dystrybuanty teoretycznej i doœwiadczalnej dla r = 1,5 [g/cm3]

Table 3.40

Comparison of theoretical and empirical distribution functions for r = 1,5 [g/cm3]

Wielkoœæ ziaren [mm]
Wartoœæ dystrybuanty empirycznej

[%] F demp ( | )r
Wartoœæ dystrybuanty teoretycznej

[%] F dteor ( | )r

2,0 9,56 11,86

3,2 19,95 21,75

4,0 24,70 26,57

5,0 38,22 39,25

6,3 49,63 49,62

10,0 73,48 73,87

12,5 81,50 81,07

16,0 92,58 92,38

18,0 95,95 96,11

20,0 100 100
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Tabela 3.41

Porównanie dystrybuanty teoretycznej i doœwiadczalnej dla r = 1,3 [g/cm3]

Table 3.41

Comparison of theoretical and empirical distribution functions for r = 1,3 [g/cm3]

Wielkoœæ ziaren [mm]
Wartoœæ dystrybuanty empirycznej

[%] F demp ( | )r
Wartoœæ dystrybuanty teoretycznej

[%] F dteor ( | )r

2,0 8,68 10,44

3,2 15,20 17,12

4,0 19,03 20,88

5,0 28,28 30,05

6,3 40,05 40,72

10,0 67,60 68,27

12,5 77,69 78,12

16,0 94,61 92,57

18,0 97,68 95,98

20,0 100 100
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Rys. 3.22. Porównanie dystrybuanty teoretycznej i doœwiadczalnej dla r = 1,5 [g/cm3]

Rys. 3.22. Comparison of theoretical and empirical distribution functions for r = 1,5 [g/cm3]



Do oceny b³êdu zastosowano b³¹d œredniokwadratowy

s
F d F d

k
r

t i d i=
-

-
å ( ( ) ( ))

2
(3.62)

gdzie: Ft(di) – dystrybuanta teoretyczna,

Fd(di) – dystrybuanta empiryczna,

k – liczba klas.

Obliczone wartoœci b³êdu sr przedstawiono w tabeli 3.42.

Jak wynika z obliczeñ wyniki uzyskane metod¹ krigingu zwyczajnego s¹ bardzo zbli¿one

do uzyskanych eksperymentalnie (wartoœci sr s¹ ma³e). Rozwi¹zuj¹c odpowiedni uk³ad

równañ mo¿na uzyskaæ rozk³ad wielkoœci ziaren dla dowolnej gêstoœci z badanego prze-

dzia³u.
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Rys. 3.23. Porównanie dystrybuanty teoretycznej i doœwiadczalnej dla r = 1,3 [g/cm3]

Fig. 3.23. Comparison of theoretical and empirical distribution functions for r = 1,3 [g/cm3]

Tabela 3.42

Wartoœci b³êdu œredniokwadratowego sr

Table 3.42

Values of mean standard terror sr

r [g/cm3] sr [%]

1,3 1,55

1,5 1,29



3.6.2. Z a w a r t o œ æ p o p i o ³ u w w ê g l u w z a l e ¿ n o œ c i o d w i e l k o œ c i

z i a r n a D i j e g o g ê s t o œ c i P – w a r i o g r a m ³ ¹ c z o n y

W przeróbce surowców mineralnych ró¿ne cechy materia³u uziarnionego decyduj¹ o jego

rozdziale. Badanie zale¿noœci pomiêdzy zawartoœci¹ popio³u w ziarnach wêgla oraz ich

wielkoœci¹ i gêstoœci¹ jest przedmiotem tego podrozdzia³u. WprowadŸmy nastêpuj¹ce zmien-

ne losowe: D – wielkoœæ ziarna (œrednica); P – gêstoœæ ziarna; Z – zawartoœæ popio³u

w ziarnie. Celem jest okreœlenie (na podstawie wyników badañ laboratoryjnych) funkcji

Z = l(d, r). Teoretycznie funkcja ta mo¿e byæ wyznaczona za pomoc¹ kilku metod, tj.:

1. Przez zastosowanie klasycznej teorii dwuwymiarowej regresji, a wiêc poszukiwanie

funkcji, np. liniowej z = ad + br + c, multiplikatywnej z ad b c= r lub innych (rozdzia³ 2.5) na

podstawie danych empirycznych, gdzie d jest wielkoœci¹ ziarna, r – gêstoœci¹ ziarna, z –

zawartoœci¹ popio³u.

2. Przez skonstruowanie trójwymiarowej dystrybuanty dla wektora losowego X = (D, R, Z),

okreœlaj¹c funkcjê l(d, r) na podstawie regresji warunkowej, a wiêc

l r
r

r
( , )

( , , )

( , )
d

zf d z

g d
dz

A
= ò (3.63)

gdzie: A – zbiór wartoœci zmiennej losowej Z,

f(d, r, z) – funkcja gêstoœci trójwymiarowej zmiennej losowej X = (D, R, Z),

g(d, r) – funkcja gêstoœci dwuwymiarowej zmiennej losowej Y = (D, R).

Do aproksymacji funkcji gêstoœci badanych wielowymiarowych rozk³adów zmiennych loso-

wych X i Y mo¿na zastosowaæ funkcje Morgensterna (Tumidajski 1997; Tumidajski, Niedoba

2008), w których przyjêto, ¿e funkcja gêstoœci zmiennej losowej Y jest zadana równaniem:

g d f d f F d F( , ) ( ) ( )[ ( ( )( ( )))]r r a r= + - -1 2 1 21 1 2 1 2 (3.64)

gdzie: f1(d) – funkcja gêstoœci zmiennej losowej D,

f2(r) – funkcja gêstoœci zmiennej losowej R; F1(d) i F2(r) – ich dystrybuanty,

aÎ[–1, 1] – odpowiednio wybrany wspó³czynnik.

W ten sam sposób okreœla siê funkcjê gêstoœci trójwymiarowej zmiennej losowej X. Jej

postaæ jest nastêpuj¹ca:

f d z

F d F

F d
( , , )

( ( ))( ( ))

( ( ))(
r

a r

a
=

+ - - +

- -

1 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2

2 1 F z

F F z

F d F

3

3 2 3

4 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( ))

( ( ))( ( ))

( ( ))( (

+

- - +

- -

a r

a r ))( ( ))

( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

-

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

× × ×

F z

f d f f zr (3.65)
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gdzie: f3(z) – funkcja gêstoœci zmiennej losowej Z,

F3(z) – jej dystrybuanta,

a1, a2, a3 i a4 – wspó³czynniki okreœlone na podstawie danych doœwiadczalnych w sposób

zapewniaj¹cy spe³nienie nastêpuj¹cych za³o¿eñ (Niedoba 2011a): dla ka¿-

dego x1, x2, x3 z zakresu | |xi £ 1:

1 01 1 2 2 1 3 3 2 3+ + + ³a a ax x x x x x (3.66)

1 01 1 2 2 1 3 3 2 3 4 1 2 3+ + + + ³a a a ax x x x x x x x x (3.67)

3. Przez zastosowanie metody krigingu zwyczajnego.

Przyjêto, ¿e estymatorem empirycznym funkcji wariogramu jest estymator Matherona

(Matheron 1989; Namys³owska-Wilczyñska 2006) (wzór (2.62)).

Dla praktycznego zilustrowania metody krigingu zwyczajnego wêgiel typu 31 zosta³

podzielony na klaso-frakcje i dla 72 punktów pomiarowych Pi = (di, ri) okreœlono wielkoœci

i gêstoœci ziaren, gdzie di jest œredni¹ wielkoœci¹ ziarna [mm], ri jest gêstoœci¹ ziarna

[g/cm3], a Z(Pi) jest zawartoœci¹ popio³u [%].

W celu zapewnienia jednakowego wp³ywu obu cech na odleg³oœæ pomiêdzy punktami

dokonano transformacji zmiennych, u d= a , v = br, gdzie a jest wspó³czynnikiem liczbowym,

a b jest podane w
cm mm

g

3é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
. W tym przypadku przyjêto, ¿e a = 1, a b = 10 (uzgodnienie skal).

Wyniki zobrazowano na rysunku 3.24.

Za miarê odleg³oœci pomiêdzy punktami Pi i Pj przyjêto nastêpuj¹ce równanie

d a b r( , )P P u v di j i i i i= + = +2 2 2 2 2 2 (3.68)
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Punkt, dla którego zawartoœæ popio³u by³a obliczona mia³ wspó³rzêdne P0(9, 15), tzn. (d,

r) = (9; 1,5). Jako zakres wp³ywu przyjêto okr¹g K(P0, r) o œrodku w punkcie P0 oraz

promieniu r = 3.

Punkty Pi, i = 1, 2,…, 12 mia³y wp³yw na wartoœæ Z(P0).

W celu dopasowania funkcji wariogramu teoretycznego zastosowano metodê najmniej-

szych kwadratów. Pary punktów, dla których odleg³oœci by³y podobne zosta³y zakwalifi-

kowane do tej samej grupy N(h).

Otrzymano nastêpuj¹ce postacie wariogramów:

Model liniowy: g1 50 26 33 06( ) , ,h h= -

Model wyk³adniczy g 2
0 6651112( ) , ,h e h=

Model sferyczny g 3

3173 0 33 0 006 2 5

166 34 2 5
( )

( , , )

,
h

h h h

h
= - £

>

ì
í
ï

îï

dla

dla

Model potêgowy g 4
1 618 73( ) , ,h h=

Wartoœci wariogramów dla poszczególnych modeli oraz wariogramu empirycznego

zosta³y podane w tabeli 3.43.

Poniewa¿ ¿aden z modeli nie da³ zadowalaj¹cej aproksymacji wariogramu empirycznego

przyjêto model ³¹czony o postaci

g( )

, ( , ]

, ,

,

h

h

e h

h h

h

=

=

Î

-

0 0

815 0 3

64 79 70 52

0 9056

dla

dla

dla Î

- Î

( , )

, ( , , ) [ , , ]

,

3 13

179 48 0 33 0 006 13 4 3

169 07

3h h hdla

dla h >

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï 4 3,

(3.69)
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Tabela 3.43

Wartoœci wariogramów teoretycznych i wariogramu empirycznego

Table 3.43

Values of theoretical and empirical variograms

h g* ( )h g1 ( )h g 2 ( )h g 3 ( )h g 4 ( )h

1 20,65 17,2 21,43 56,66 18,73

2 49,11 64,46 41,67 107,61 56,98

3 122,77 117,12 81,02 145,84 108,03

13 163,62 148,16 121,20 160,31 145,78

4 170,89 167,38 157,54 165,39 172,12

2 5 173,25 191,71 215,65 166,34 205,76

6 173,72 268,5 295,68 166,34 300,29



Wartoœci wariogramu g(h) podano w tabeli 3.44 oraz na rysunku 3.25.

Aby oceniæ otrzymane wyniki zastosowano b³¹d œredniokwadratowy sr, który obliczono

na podstawie równania

s
h h

n
r

ii=
-

-

å ( ( ) ( ))*g g 2

2
(3.70)

W tym przypadku sr = 3,02.
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Tabela 3.44

Wartoœci wariogramu ³¹czonego

Table 3.44

Values of joined variogram

h g* ( )h g ( )h

1 20,65 20,16

2 49,11 49,85

3 122,77 123,85

13 163,62 163,08

4 170,89 167,99

2 5 173,25 168,56

6 173,72 169,07
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Rys. 3.25. Porównanie przebiegu wariogramu empirycznego i ³¹czonego

Fig. 3.25. Comparison of empirical and joined variograms course



Aby okreœliæ wartoœci zawartoœci popio³u w punkcie P0 wybrano otoczenie K(P0,r), gdzie

r = 5.

Poprzez rozwi¹zanie uk³adu równañ (2.72) dla punktów P3, P4, P5, P8, P9, P10 oraz

stosuj¹c obliczone wartoœci li we wzorze (2.64) okaza³o siê, ¿e

Z P Z P Z P Z P( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,0 3 4 50 01156 0 52312 0 01156 0 01= - + - - 15619 18 806Z P( ) ,=

Aby zweryfikowaæ przyjêty model, wartoœci Z(Pi) zosta³y obliczone w punktach, które

stanowi³y podstawê do obliczeñ wariogramu; do estymacji brano pod uwagê punkty Pj

zlokalizowane wewn¹trz okrêgu K Pi( , )5 , ale bez punktu Pi.

Wyniki aproksymacji podano w tabeli 3.45, a ich graficzna interpretacja zosta³a przed-

stawiona na rysunkach 3.26 i 3.27 (na wklejce).

3.6.3. Z a w a r t o œ æ p o p i o ³ u i s i a r k i – w a r i o g r a m d w u w y m i a r o w y

W badaniu jakoœciowym surowca (wêgla) interesuj¹cym jest badanie kilku jego cech (np.

zawartoœci popio³u, siarki, czêœci lotnych, liczby Rogi itp.). W tym podrozdziale badano

zawartoœæ procentow¹ popio³u i siarki w zale¿noœci od wielkoœci ziarna i jego gêstoœci.
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Tabela 3.45

Wyniki aproksymacji zawartoœci popio³u Z(Pi)

Table 3.45

Results of ash contents approximation Z(Pi)

Pi

~
( )Z Pi emp Z Pi teor( )

1 14,84 15,93

2 10,70 13,47

3 12,09 13,98

4 16,20 19,56

5 25,05 26,69

6 34,50 38,37

7 6,42 6,47

8 16,21 16,71

9 21,58 23,02

10 30,33 29,01

11 32,14 34,33

12 23,18 21,39



Oznaczmy przez D zmienn¹ losow¹ opisuj¹c¹ œrednicê ziarna, a przez R jego gêstoœæ.

Niech x d= ( , )r jest realizacj¹ zmiennych D i R. Ka¿demu punktowi x zosta³a przy-

porz¹dkowana para zmiennych losowych (Z, S), gdzie Z – zawartoœæ procentowa popio³u,

S – zawartoœæ procentowa siarki. Otrzymujemy wiêc odwzorowanie

x Z x S x® ( ( ), ( )) (3.71)

gdzie: x = (d, r).

Przez odleg³oœæ miêdzy punktami rozumiemy odleg³oœæ zdefiniowan¹ nastêpuj¹co:

d r r( , ) ( ) ( )x x ad ad b b1 2 1 2
2

1 2
2= - + - (3.72)

gdzie: a, b s¹ odpowiednio dobranymi wspó³czynnikami wymiarowymi, tak aby wartoœæ zmiennych

ad, br tworzy³y kwadrat (np. jednostkowy). Zapewnia siê w ten sposób jednakowy wp³yw obu

zmiennych na wartoœæ odleg³oœci.

Zak³ada siê, ¿e

E Z x h Z x( ( ) ( ))+ - = 0

E S x h S x( ( ) ( ))+ - = 0
(3.73)

oraz

V Z x h Z x h( ( ) ( )) ( )+ - = 2 1g
V S x h S x h( ( ) ( )) ( )+ - = 2 2g

(3.74)

Funkcje g1 ( )h i g 2 ( )h s¹ funkcjami wariogramu. Klasyczne estymatory wariogramów

empirycznych, zaproponowane przez Matherona, okreœlone s¹ wzorami

g g1
2

2
1

2

1

2

* *( )
( )

( ( ) ( )) , ( )
( )

( (h
N h

Z x h Z x h
N h

S x hi i i= + - = + ) ( ))
( )( ) -

== åå S xii

N h

i

N h 2
11

(3.75)

gdzie: N(h) – liczba par punktów (x, x+h), odleg³ych o h.

Do empirycznych wariogramów okreœlonych wzorem (3.75) nale¿y dopasowaæ pewien

model teoretyczny (wzory 2.63a–e).

Rozwa¿my zawartoœæ popio³u i siarki w klasie ziarnowej wêgla (16–20) [mm]. Dane

pomiarowe zosta³y przedstawione w tabeli 3.46.
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Rys. 3.20. S³upkowa interpretacja powierzchni regresji II rodzaju dla wêgla typu 31 – zawartoœæ siarki

Fig. 3.20. Histogram interpretation of the II type regressive surface for coal of type 31 – sulfur contents
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Fig. 3.21. Histogram interpretation of the II type regressive surface for coal of type 31 – ash contents
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Fig. 3.26. Three-dimensional function X=(D, R, Z) – empirical results
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Fig. 3.27. Three-dimensional function X=(D, R, Z) – approximated results



Metod¹ najmniejszych kwadratów sprawdzono jakoœæ dopasowania ró¿nych modeli

wariogramów i najlepszym okaza³ siê model potêgowy. Poprzez linearyzacjê wyznaczono

wspó³czynniki rozpatrywanego modelu i otrzymano wariogram w postaci

g g g( ) ( ( ), ( )) ( , ; , ), ,h h h h h= =1 2
1 19 1 321152 56 13733 (3.76)

Wspó³czynnik korelacji dla g1 ( )h wynosi³ r1 = 0,99, a dla g 2 ( )h ; r2 = 0,95, co œwiadczy

o dobrym doborze modelu. Wartoœci empirycznych wariogramów oraz ich teoretycznych

modeli podaje tabela 3.47.

Graficzne porównanie otrzymanych wyników zaprezentowano na rysunkach 3.28 i 3.29.

Nastêpnie, rozwi¹zuj¹c odpowiednie uk³ady równañ (wg wzoru 2.72) wyznaczono

przewidywan¹ zawartoœæ popio³u i siarki dla punktu x0 = (18, 2) i otrzymano na tej drodze

wyniki dla zawartoœci popio³u i zawartoœci siarki:
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Tabela 3.46

Procentowe zawartoœci popio³u i siarki dla wêgla z klasy ziarnowej 16–20 [mm]

Table 3.46

Percentage shares of ash and sulfur for coal of particle size fraction 16–20 [mm]

Gêstoœæ r [g/cm3] Zawartoœæ popio³u [%] Zawartoœæ siarki [%]

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9

14,75

17,50

16,53

16,67

27,30

36,35

51,96

0,82

0,78

0,80

0,85

0,51

1,36

2,16

Tabela 3.47

Wartoœci empirycznych i teoretycznych wariogramów

Table 3.47

Values of empirical and theoretical variograms

h g1
* ( ) .h emp g1 ( ) .h teor g 2

* ( ) .h emp g 2 ( ) .h teor

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

73,91

172,55

305,67

376,19

493,51

632,19

74,43

169,83

275,14

387,46

505,30

627,73

0,0836

0,1772

0,2629

0,3804

0,5940

0,7978

0,0657

0,1641

0,2803

0,4097

0,5500

0,7000



Z(18, 2) = 54,80

S(18, 2) = 2,68.

Zastosowana metoda krigingu zwyczajnego pozwala z powodzeniem obliczaæ wspó³-

rzêdne punktów wielowymiarowych. W pracy wymiarami s¹ wybrane charakterystyki ma-

teria³u uziarnionego, którym by³ wêgiel z jednej z kopalñ Górnego Œl¹ska.
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Fig. 3.28. Comparison of empirical and theoretical g1
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Fig. 3.29. Comparison of empirical and theoretical g2



3.6.4. Z a w a r t o œ æ s i a r k i i c z ê œ c i l o t n y c h – w a r i o g r a m p o t ê g o w y

W procesach przeróbczych, jednym z najwiêkszych problemów jest okreœlenie za-

wartoœci okreœlonych sk³adników (b¹dŸ innych parametrów jakoœciowych) w materiale

uziarnionym poddawanym procesowi. Przyjêto oznaczenia: D – zmienna losowa opisuj¹ca

wielkoœæ ziarna, R – zmienna losowa opisuj¹ca jego gêstoœæ, Z – zawartoœæ badanego

sk³adnika w danym materiale. Przy za³o¿eniu, ¿e o rozdziale materia³u uziarnionego (wêgla)

decyduj¹ jego cechy: wielkoœæ ziarna D i jego gêstoœæ R, badano zawartoœæ sk³adnika (siarki,

czêœci lotne), Z1(d, r) – dla siarki, Z2(d, r) – dla czêœci lotnych.

Znaj¹c funkcje Z1(d, r) i Z2(d, r) mo¿na okreœliæ zawartoœæ danego sk³adnika w badanym

materiale wed³ug wzorów

Z Z d g d ddd1 1= òò ( , ) ( , )r r r
W

(3.77)

Z Z d g d ddd2 2= òò ( , ) ( , )r r r
W

(3.78)

gdzie: W – obszar okreœlonoœci wektora (D, R),

g(d, r) – funkcja gêstoœci rozk³adu dwuwymiarowego zmiennej losowej (D, R), któr¹ mo¿-

na okreœliæ np. za pomoc¹ funkcji Morgensterna (wzór 3.64).

Funkcje Z1(d, r) i Z2(d, r) najczêœciej aproksymuje siê opieraj¹c siê na danych doœwiad-

czalnych za pomoc¹ dwuwymiarowych funkcji regresji. Ze wzglêdu na to, ¿e w danych

doœwiadczalnych dysponuje siê pomiarem œredniej zawartoœci danego sk³adnika w ka¿dej

z frakcji, których jest okreœlona iloœæ, to nawet najlepsza z aproksymacji funkcji Z1 i Z2 nie

daje pewnoœci jak rozk³ada siê zawartoœæ wewn¹trz frakcji.

Poprawê dok³adnoœci mo¿na by by³o osi¹gn¹æ poprzez zwiêkszenie iloœci frakcji o bar-

dzo ma³ych zakresach zmiennoœci, co nie zawsze jest technicznie mo¿liwe. Okreœlenia

zawartoœci w dodatkowych frakcjach badanych sk³adników mo¿na dokonaæ stosuj¹c metodê

krigingu zwyczajnego.

Niech Pi, i = 1, …, n oznaczaj¹ punkty pomiarowe, gdzie Pi = (ri, di) i niech Z(Pi) oznacza

zawartoœæ sk³adnika w punkcie Pi. Niech P0 = (r0, d0) jest nowym punktem , w którym nale¿y

okreœliæ wartoœæ Z(P0).

W tym przypadku dla Z*(P0) zastosowano estymator empiryczny (wzór 2.64), tzn.

Z P Z Pi i

i

n
* ( ) ( )0

1

=
=
å l (3.79)

Przy czym wspó³czynniki l1, …, ln wyznaczono z uk³adu równañ (2.72).
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W tym rozdziale rozwa¿ane s¹ modele:

g( )h ceah= – wyk³adniczy (3.80)

g( )h cha= – potêgowy (3.81)

Estymatorem empirycznym funkcji wariogramu jest wariogram Matherona (Matheron

1989; Namys³owska-Wilczyñska 2006) (wzór 2.62).

g * ( )
( )

( )
( ( ) ( ))h

N h
Z P h Z Pi ii

N h= + -
=å1

2

2
1

(3.82)

gdzie: (Pi + h) – punkt odleg³y od punktu Pi o wielkoœæ h,

N(h) – liczba okreœlaj¹ca iloœæ par punktów odleg³ych od siebie o wielkoœæ h.

Ze wzglêdu na to, ¿e wielkoœci d i r s¹ wielkoœciami mierzalnymi w ró¿nych jednostkach,

do okreœlania odleg³oœci miêdzy punktami zastosowano funkcjê (Niedoba 2010, 2011;

Niedoba, Tumidajski 2012a, 2012b)

d h b r r( , ) ( ) ( )P P d di j i j i j= - + -2 2 2 2
(3.83)

gdzie: h jest wspó³czynnikiem liczbowym, a b zadane jest w
cm mm

g

3é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
. W tym przypadku przyjêto

wartoœci h=0,1 i b=1.

Punkty pomiarowe przedstawione s¹ na rysunku 3.30.
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W tym rozdziale okreœlona zostanie przyk³adowo zawartoœæ siarki Z1(P0) oraz zawartoœæ

czêœci lotnych Z2(P0) w punkcie P0 (1,6; 0,5). Dla okreœlenia tych zawartoœci wziêto pod

uwagê punkty, które s¹ oddalone od punktu P0 o nie wiêcej ni¿ h = 0,3.

W obu przypadkach najlepszym modelem wariogramu teoretycznego okaza³ siê wario-

gram potêgowy.

I tak, dla zawartoœci siarki wariogram teoretyczny jest zadany wzorem:

g1
1 09440 6315( ) , ,h h= (3.84)

Dla zawartoœci czêœci lotnych wariogram teoretyczny ma postaæ

g 2
1 234350 6105( ) , ,h h= (3.85)

Wartoœci wariogramów empirycznych I teoretycznych przedstawiono w tabeli 3.48.

Wykresy wariogramów teoretycznych i empirycznych przedstawiono na rysunkach 3.31

i 3.32.

Miar¹ dopasowania wariogramu jest b³¹d œredniokwadratowy, który dla g1(h) wyniós³

sr = 2,95%, a dla g2(h), sr = 2,45%.

Wielkoœæ b³êdów wskazuje na dobr¹ aproksymacjê wariogramów empirycznych.

Rozwi¹zuj¹c uk³ad równañ (2.72) dla punktu P0(1,6; 0,5) otrzymano

Z P Z P

Z P Z P

i ii1 0 11

8

1 1 1 20 003 0 045 0191

( ) ( )

, ( ) , ( ) ,

= =

- +
=å l

Z P Z P Z P Z P

Z

1 3 1 4 1 5 1 6

1

0 369 0 333 0 054

0167

( ) , ( ) , ( ) , ( )

,

+ + - +

( ) , ( ) ,P Z P7 1 80 035 144- =
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Tabela 3.48

Wartoœci wariogramów teoretycznych i empirycznych

Table 3.48

Values of theoretical and empirical variograms

h g1
* ( )h emp g1 ( )h teor g 2

* ( )h emp g 2 ( )h teor

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,0562

0,1004

0,1530

0,2138

0,2973

0,4192

0,4287

0,0508

0,1084

0,1691

0,2316

0,2958

0,3611

0,4274

3,0391

7,0458

9,0841

20,8464

20,5535

28,0410

30,8710

2,9508

6,9423

11,4512

16,3320

21,5119

26,0410

30,5870



Z P Z P

Z P Z P

i ii2 0 21

8

2 1 2 20 516 0 960 0 870

( ) ( )

, ( ) , ( ) ,

= =

+ +
=å l

Z P Z P Z P Z P

Z

2 3 2 4 2 5 2 60124 0 236 0 0001

0 247

( ) , ( ) , ( ) , ( )

,

- + - -

2 7 2 80178 25 96( ) , ( ) ,P Z P- =

W celu weryfikacji wybranego modelu dokonano sprawdzenia zawartoœci badanych

sk³adników w kolejnych punktach doœwiadczalnych bez punktu sprawdzanego (wg wzoru

3.86). Otrzymane wyniki zamieszczono w tabeli 3.49.
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Z P Z Pi j jj i
( ) ( )=

¹å l (3.86)

Wielkoœæ b³êdów aproksymacji sr = 0,107% dla siarki oraz sr = 1,28% dla zawartoœci cia³

lotnych pozwala wnioskowaæ o dobrym doborze modelu krigingowego dla rozpatrywanego

przyk³adu.

Zastosowanie metod krigingu do zagadnieñ zwi¹zanych z przeróbk¹ surowców mine-

ralnych pozwala na lepsz¹ aproksymacjê zale¿noœci miêdzy w³aœciwoœciami badanego

materia³u. Pozwala na utworzenie wiêkszej liczby danych pomiarowych, które mog¹ po-

zwoliæ na podzia³ badanego materia³u na wê¿sze frakcje, a wiêc na bardziej precyzyjne

modelowanie ró¿nego rodzaju krzywych i powierzchni stosowanych w przeróbce surowców

mineralnych.

Okaza³o siê, ¿e technika ta – stosowana g³ównie w geostatystyce – mo¿e równie¿ zostaæ

wykorzystana w badaniach materia³ów uziarnionych. Potencjalne wykorzystanie tej techniki

w przeróbce surowców mineralnych – a zw³aszcza w przeróbce wêgla – jest bardzo du¿e.
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Tabela 3.49

Porównanie wyników empirycznych i teoretycznych dla zawartoœci siarki i czêœci lotnych

Table 3.49

Comparison of empirical and theoretical results for sulfur and volatile parts contents

Pi
Zawartoœæ siarki

(empiryczna)
Z1(Pi)

Zawartoœæ czêœci

lotnych (empiryczna)
Z2(Pi)

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

0,67

1,33

1,36

1,66

1,55

1,91

1,64

1,75

0,57

1,54

1,27

1,65

1,58

1,84

1,65

1,71

32,74

22,54

27,91

26,87

25,56

25,98

24,81

25,71

31,27

28,59

26,94

25,62

26,82

26,53

26,01

24,88



4. Metody wizualizacji wielowymiarowych charakterystyk materia³ów
uziarnionych

W prezentowanym rozdziale monografii zostan¹ przedstawione metody wizualizacji

wielowymiarowych danych, które tak¿e pozwalaj¹ przeprowadzaæ porównania rozwa¿a-

nych zestawów danych oraz stwierdziæ mo¿liwoœæ ich klasyfikacji, czyli s¹ pewn¹ kontynua-

cj¹ i rozwiniêciem omawianych wy¿ej metod.

Jakoœciow¹ analizê wielowymiarowych danych (w³aœciwoœci materia³u) uzyskanych

w wyniku badañ empirycznych, mo¿na uzyskaæ stosuj¹c metody wielowymiarowej wizua-

lizacji. Wyniki tych analiz mog¹ byæ pomocne zarówno przy charakterystyce materia³ów, jak

równie¿ przy budowie – na ich podstawie – modeli procesów przeróbczych.

Próby zobrazowania danych wielowymiarowych by³y prowadzone przy wielu okazjach.

Jedn¹ z metod daj¹cych mo¿liwoœæ uzyskania obrazu takich danych by³a metoda grand-tour,

która dawa³a ci¹g³¹, jednoparametryczn¹ rodzinê d-wymiarowych projekcji n-wymiaro-

wych danych. Zosta³a ona opisana po raz pierwszy przez Asimova (Asimov 1985), nastêpnie

udoskonalana przez wielu autorów (Buja, Asimov 1985; Cook i in. 1995; Hurley, Buja

1990). Inn¹ metod¹ by³a metoda g³ównych sk³adowych PCA (Principal component analysis)

(Li i in. 2000), która korzysta³a z ortogonalnej projekcji zbioru obserwacji na p³aszczyznê

reprezentowan¹ przez specjalnie dobrane wektory, które s¹ wektorami w³asnymi odpowia-

daj¹cymi dwóm najwiêkszym wartoœciom w³asnym macierzy kowariancji zbioru obser-

wacji. Zastosowanie sieci neuronów do wizualizacji danych (Jain, Mao 1992; Kraaijveld i in.

1995; Mao, Jain 1995; Aldrich 1998) oparte jest na procesie transformacji przestrzeni

n-wymiarowych danych na przestrzeñ dwuwymiarow¹ poprzez zastosowanie sieci neuro-

nowej. Kolejn¹ z metod uzyskiwania obrazu wizualizacji danych wielowymiarowych jest

metoda osi równoleg³ych (Chatterjee i in. 1993; Gennings i in. 1990; Inselberg 1985;

Inselberg i in. 1994; Wegman 1990; Chou i in. 1999). W metodzie tej na zadanej p³asz-

czyŸnie wszystkie osie wspó³rzêdnych s¹ umieszczone równolegle do siebie. Podobn¹ do tej

metody jest metoda oparta na tzw. grafie gwiazdy (star graph) (Sobol, Klein 1989). W tej

metodzie, n osi wspó³rzêdnych „promieniuje” z punktu centralnego, dziel¹c okr¹g na n

równych czêœci. Skalowanie wielowymiarowe (Kim i in. 2000) równie¿ jest stosowane do

celów wizualizacji danych. W metodzie tej punkty s¹ umieszczane na p³aszczyŸnie tak, aby

odleg³oœæ miêdzy dowolnymi dwoma punktami by³a jak najbardziej zbli¿ona do ich odle-

g³oœci w wielowymiarowej przestrzeni, w której pocz¹tkowo siê znajdowa³y. W metodzie

macierzy rozrzutu (scatter plot matrices) (Becker i in. 1987; Cleveland 1984; Eick, Wills



1995), zbiór danych wielowymiarowych jest przedstawiony poprzez ci¹g dwuwymiarowych

zale¿noœci. W metodzie, która korzysta z tzw. map odniesienia (relevance maps) (Assa i in.

1997, 1999) specjalne punkty F1, F2, ...,Fn, reprezentuj¹ce poszczególne cechy s¹ umie-

szczone na p³aszczyŸnie wizualizuj¹cej dane. Rozmieszczenie punktów reprezentuj¹cych

wielowymiarowe dane pokazuje w pewien sposób zwi¹zki pomiêdzy rozpatrywanymi da-

nymi i cechami w taki sposób, aby im bardziej jest istotna cecha w badanym obiekcie tym

bli¿ej punkt Fi powinien byæ umieszczony. Kolejn¹ metod¹ wizualizacji jest metoda mozaiki

(mosaic plots) (Hartigan, Kleiner 1981; Heike 2000), która jest naturalnym rozszerzeniem

1-wymiarowych wykresów s³upkowych. Ponadto, mo¿liwa jest równie¿ wizualizacja wielo-

wymiarowych bry³ (Jamróz 2009). Metoda tuneli obserwacyjnych (Jamróz 2001) daje

mo¿liwoœæ uzyskania widoków obserwowanych zbiorów danych wielowymiarowych wyko-

rzystuj¹c promieñ tunelu. Metoda ta zostanie szerzej przedstawiona w dalszej czêœci roz-

dzia³u monografii.

4.1. Metoda tuneli obserwacyjnych

Teoretyczna baza metody tuneli obserwacyjnych zosta³a opisana w pracy doktorskiej

(Jamróz 2001). Intuicyjnie, mo¿na powiedzieæ, ¿e metoda ta korzysta z projekcji równole-

g³ych z lokaln¹ ortogonaln¹ projekcj¹ o zakresie okreœlonym przez maksymalny promieñ

tunelu. Rozwi¹zanie to daje mo¿liwoœæ obserwacji wybranych czêœci przestrzeni, która

zawiera istotne informacje, co nie jest mo¿liwe przy zastosowaniu, np. projekcji ortogo-

nalnej. Metoda projekcji zosta³a zobrazowana pogl¹dowo na rysunku 4.1. Aby ca³kowicie

zrozumieæ mechanizm dzia³ania tej metody, konieczne jest wprowadzenie instrumentów

matematycznych stosowanych do opisu przestrzeni, w której obserwator chce umieœciæ

obserwowane obiekty.
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Rys. 4.1. Linia równoleg³a do r i przechodz¹ca przez a

Fig. 4.1. Line parallel to r and crossing through a



Definicje zwi¹zane z t¹ metod¹ s¹ wymienione poni¿ej:

Def. Przestrzeñ obserwowana X jest zdefiniowana jako dowolna przestrzeñ wektorowa

nad cia³em F liczb rzeczywistych, n-wymiarowa, n ³ 3, z iloczynem skalarnym.

Def. Niech p1,p2ÎX – liniowo niezale¿ne, wÎX. P³aszczyzna obserwacyjna PÌX jest

zdefiniowana jako: P = d(w,{p1,p2}), gdzie:

d b b b b( ,{ , }) { : ,w p p x X F x w p p
def

1 2 1 2 1 1 2 2= Î $ Î = + +takie, ¿e }
(4.1)

P³aszczyzna obserwacyjna P zdefiniowana w ten sposób mo¿e byæ u¿yta jako ekran,

przez który mo¿na zobaczyæ dowolny obiekt umieszczony w przestrzeni X. Wektor w okreœla

pozycjê œrodka ekranu, zaœ p1,p2 okreœlaj¹ jego po³o¿enie.

Def. W³aœciwy kierunek rzutowania r na p³aszczyznê obserwacyjn¹ P = d(w,{p1,p2}) jest

zdefiniowany jako dowolny wektor rÎX, taki ¿e wektory {p1, p2, r} s¹ zbiorem ortogo-

nalnym.

Def. Nastêpuj¹cy zbiór jest nazywany hiperpowierzchni¹ S(s,d), zakotwiczon¹ w sÎX

i skierowan¹ w kierunku dÎX:

S x X x s ds d

def

( , ) { :( , ) }= Î - = 0
(4.2)

Przyjmijmy na chwilê, ¿e przestrzeñ obserwowana X jest trójwymiarowa (przyk³ad

zak³adaj¹cy wiêksz¹ liczbê wymiarów by³by znacznie trudniejszy do przedstawienia), oraz

¿e p³aszczyzna obserwacyjna P jest jednowymiarowa (tzn. istnieje mo¿liwoœæ obserwacji

wielowymiarowej rzeczywistoœci nie przez fragment dwuwymiarowej p³aszczyzny repre-

zentuj¹cej ekran, ale poprzez fragment linii). Dodatkowo rozwa¿my wektor r, który jest

w³aœciwym kierunkiem rzutowania na p³aszczyznê obserwacyjn¹ P. Nale¿y zdefiniowaæ

jeszcze ka,r (tzn. liniê równoleg³¹ do r i przechodz¹c¹ przez a) dla obserwowanego punktu a.

Jak pokazano na rysunku 4.1 linia ka,r nie musi mieæ punktów wspólnych z P. Jednak¿e ka,r ma

zawsze jeden punkt wspólny z hiperpowierzchni¹ S, która zawiera w sobie P i jest orto-

gonalna do r.

Na rysunku widaæ, ¿e rozwa¿ana linia ka,r nie musi mieæ punktów wspólnych z P,

jednak¿e zawsze ma jeden punkt wspólny z hiperpowierzchni¹ S, zawieraj¹c¹ w sobie P

i bêd¹c¹ ortogonaln¹ w stosunku do r. W pokazanym przypadku jedynie punkt a2 bêdzie

widoczny na p³aszczyŸnie obserwacyjnej P.

W praktyce, tylko przy niewielu ustawieniach p³aszczyzny obserwacyjnej P mo¿na

zobaczyæ jakiekolwiek punkty. W celu unikniêcia takiej sytuacji za³o¿ono, ¿e w danym

punkcie p³aszczyzny obserwacyjnej P bêd¹ widoczne nie tylko punkty zlokalizowane na

liniach równoleg³ych do r i przechodz¹cych przez P, ale równie¿ punkty, które s¹ zlokali-

zowane na liniach równoleg³ych do r i przechodz¹cych przez S (tzn. hiperpowierzchniê

zawieraj¹c¹ w sobie P i bêd¹c¹ ortogonaln¹ do r) w odleg³oœci mniejszej od p³aszczyzny
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obserwacyjnej P ni¿ pewna ustalona wartoœæ. Wartoœæ ta dla obserwowanego punktu a

bêdzie reprezentowana przez wektor ba, nazywany promieniem tunelu.

Def. Promieñ tunelu punktu aÎX dla p³aszczyzny obserwacyjnej P = d(w,{p1, p2}) jest

zdefiniowany jako:

ba = yr + a – w – b1p1 – b2p2, gdzie:

y b
y

b
y

=
-

=
+ -

=
+ -( , )

( , )
,

( , )

( , )
,

( ,w a r

r r

r a w p

p p

r a w p
1

1

1 1
2

2 )

( , )p p2 2

(4.3)

rÎX – w³aœciwy kierunek rzutowania na p³aszczyznê obserwacyjn¹ P.

W przypadku zilustrowanym na rysunku 4.2 w punkcie e p³aszczyzny obserwacyjnej P

(w rozwa¿anym przyk³adzie dla uproszczenia P jest jednowymiarowa), bêd¹ widoczne

wszystkie punkty zlokalizowane w tunelu, który przecina tê p³aszczyznê w punkcie e i który

rozci¹ga siê wzd³u¿ kierunku rzutowania r. W rzeczywistoœci, przy dwuwymiarowej p³asz-

czyŸnie obserwacyjnej P w danym punkcie e tej p³aszczyzny, widoczne bêd¹ wszystkie

punkty zlokalizowane w tunelu, którego przekrój jest (n–3)-wymiarow¹ kul¹ i który rozci¹ga

siê wzd³u¿ kierunku rzutowania r.

Tunelem na rysunku 4.2 jest zakreskowana powierzchnia T. Wszystkie punkty, które

znajduj¹ siê w tunelu T bêd¹ widoczne w punkcie e na p³aszczyŸnie obserwacyjnej P.

4.2. Procedura rysowania

Poni¿szy algorytm s³u¿y do narysowania projekcji punktu obserwowanego a, zgodnie

z kierunkiem rzutowania r na p³aszczczyznê obserwacyjn¹ P = d(w,{p1,p2}):
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Rys. 4.2. Tunel T dla punktu e

Fig. 4.2. Tunnel T for point e



1. Odleg³oœæ rzutu punktu obserwowanego a oblicza siê za pomoc¹ wzoru:

y = (w – a,r)/(r,r).

2. Po³o¿enie rzutu punktu obserwowanego a (para b1,b2ÎF) oblicza siê za pomoc¹

wzorów: b1 = (yr + a – w,p1)/(p1,p1), b2 = (yr + a – w,p2)/(p2,p2).

3. Promieñ tunelu ba punktu a nale¿y obliczyæ korzystaj¹c ze wzoru:

ba = yr + a – w – b1p1 – b2p2.

4. W tym miejscu nale¿y sprawdziæ, czy iloczyn skalarny (ba,ba) jest mniejszy ni¿

przyjêty maksymalny promieñ tunelu i czy odleg³oœæ rzutu punktu obserwowanego a jest

mniejsza ni¿ przyjêty maksymalny zasiêg. Je¿eli warunki te s¹ spe³nione, nale¿y narysowaæ

punkt na p³aszczyŸnie obserwacyjnej P = d(w,{p1,p2}) w pozycji o wspó³rzêdnych (b1,b2),

w przeciwnym wypadku punkt nie powinien byæ rysowany.

Iloczyn skalarny nale¿y obliczyæ korzystaj¹c ze wzoru: (x,y) = x yi i

i

n

,

=
å

1

, gdzie: x =

(x1,x2,….xn), y = (y1,y2,…yn), n – liczba wymiarów, n ³ 3.

4.3. Wizualizacja siedmiowymiarowych danych

Metoda tuneli obserwacyjnych zosta³a zastosowana do wielowymiarowej analizy wêgla

trzech typów (patrz za³¹cznik). Ka¿dy z siedmiu parametrów opisuj¹cych analizowany

materia³ zosta³ potraktowany jako oddzielny wymiar. Utworzono zatem siedmiowymiarow¹

przestrzeñ. Rysunki 4.3–4.5 przedstawiaj¹ wyniki doœwiadczalne dla wszystkich typów

wêgla, a wiêc dla wêgla typu 31 (72 próbki), 34.2 (61 próbek) oraz 35 (72 próbki). Ni¿sza

iloœæ wyników dla wêgla typu 34.2 wi¹¿e siê z tym, ¿e niektórych wyników dla tego

materia³u zabrak³o. Rysunek 4.3 przedstawia widok, na podstawie którego widaæ, ¿e dane

dotycz¹ce wêgla typu 31 s¹ zlokalizowane w innej czêœci przestrzeni ni¿ dane dla wêgla

typu 35.

Na podstawie analizowanych obrazów mo¿na stwierdziæ, ¿e przyjête parametry s¹ wy-

starczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji, czy dana próbka nale¿y do wêgla typu 31 czy

wêgla typu 35. Na rysunku 4.4 uzyskano widok pozwalaj¹cy stwierdziæ, ¿e dane dla wêgla

typu 35 zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ dane dotycz¹ce wêgla 34.2. Z kolei rysunek 4.5

przed- stawia widok pozwalaj¹cy stwierdziæ, ¿e dane dla wêgla typu 31 zajmuj¹ inny obszar

przestrzeni ni¿ dane dotycz¹ce wêgla typu 34.2. Z tych trzech widoków mo¿na wiêc

wnioskowaæ, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji czy dana

próbka nale¿y do wêgla typu 31, 34.2, czy te¿ 35. Jednoczeœnie nie uda³o siê uzyskaæ jednego

widoku, z którego móg³by wynikaæ powy¿szy wniosek. Œwiadczyæ to mo¿e o skompli-

kowanej strukturze analizowanych danych.

Do wizualizacji powy¿szych danych u¿yto równie¿ metody osi równoleg³ych. W me-

todzie tej na p³aszczyŸnie rozmieszczonych jest n równoleg³ych osi odpowiadaj¹cych n

wymiarom przestrzeni. Jeden punkt przestrzeni reprezentowany jest przez krzyw¹ ³aman¹.
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Rys. 4.3. Uzyskany widok, z którego wynika, ¿e dane dla wêgla typu 31 (punkty szare) zajmuj¹ inny obszar

przestrzeni ni¿ dane dla wêgla typu 35 (punkty jasne – skupione w dwóch grupach/podobszarach przestrzeni)

Fig. 4.3. The obtained view, from which it occurs that the data for coal of type 31 (gray spots) are located in

other part of the space than data for coal of type 35 (bright spots – accumulated in two groups/subareas of the

space)

Rys. 4.4. Widok, z którego wynika, ¿e dane dla wêgla typu 34.2 (punkty czarne) zajmuj¹ inny obszar

przestrzeni ni¿ dane dla wêgla 35 (punkty jasne)

Fig. 4.4. View from which it occurs that the data for coal of type 34.2 (black spots) are located in other part of

the space than data for coal of type 35 (bright spots)



Krzywa ta przechodzi przez ka¿d¹ i-t¹ oœ w miejscu, które odpowiada wartoœci i-tej wspó³-

rzêdnej punktu. Rysunek 4.6 przedstawia ideê tej metody.

100

Rys. 4.5. Widok, z którego wynika, ¿e dane dla wêgla typu 31 (punkty szare) zajmuj¹ inny obszar przestrzeni

ni¿ dane dotycz¹ce wêgla typu 34.2 (punkty czarne)

Fig. 4.5. View, from which it occurs that data for coal of type 31 (gray spots) are located in other part of the

space than data for coal of type 34.2 (black spots)

Rys. 4.6. Metoda osi równoleg³ych. Jeden przyk³adowy, szeœciowymiarowy punkt o wspó³rzêdnych (5, 1, 4, 5,

5, 2) reprezentowany jest jako ³amana z³o¿ona z 5 odcinków ³¹cz¹cych 6 punktów na p³aszczyŸnie, po jednym

punkcie na ka¿dej z równoleg³ych osi. Po³o¿enie punktu na i-tej osi odpowiada i-tej wspó³rzêdnej

szeœciowymiarowego punktu

Fig. 4.6. Parallel coordinates method. One example, six-dimensional point of the coordinates (5, 1, 4, 5, 5, 2) is

represented as polyline constructed from 5 segments joining 6 points on the surface, by one point on each

parallel axes. The location of point on ith axis refers to ith coordinate of six-dimensional point

x
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Na rysunku 4.7 przedstawiono widok analizowanych siedmiowymiarowych danych przy

u¿yciu metody osi równoleg³ych. Na podstawie tego widoku nie mo¿na stwierdziæ, czy

próbki poszczególnych typów wêgli mo¿na od siebie odseparowaæ. Mo¿na natomiast

stwierdziæ, ¿e przed dalsz¹ analiz¹ warto dane jeszcze raz przeskalowaæ tak, by zakres

wartoœci zmienia³ siê w ka¿dej wspó³rzêdnej przestrzeni podobnie. W ten sposób uzyskamy

sytuacjê, w której niezale¿nie od wyboru metryki ka¿dy z parametrów bêdzie mia³ podobn¹

wagê przy ocenie/klasyfikacji danych.

4.4. Wizualizacja siedmiowymiarowych danych dla wêgla z podzia³em na klasy

ziarnowe

Widok danych dla wêgla typu 31, z podzia³em na klasy ziarnowe przedstawiono na

rysunku 4.8. Widzimy tutaj 9 klas – punkty danego odcienia jasnoœci reprezentuj¹ próbki tej

samej klasy. Przy takim podejœciu nie uda³o siê uzyskaæ widoków, z których mo¿na by

wyci¹gaæ wnioski.

Wnioski uda³o siê uzyskaæ dopiero przy podejœciu, w którym analizujemy roz³¹cznoœæ

klas ziarnowych parami. Na rysunku 4.9 pokazano tak¹ parê: klasy 20–16 mm oraz 16–14

mm. Na podstawie tego widoku mo¿na stwierdziæ, ¿e punkty reprezentuj¹ce te klasy zajmuj¹

osobne podobszary przestrzeni, a przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej

identyfikacji czy dana próbka nale¿y do klasy ziarnowej 20–16 mm czy 16–14 mm. Na
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Rys. 4.7. Widok danych dla wêgla typu 31 (punkty szare), 34.2 (punkty czarne) oraz 35 (punkty jasne)

Fig. 4.7. View of data for coal of type 31 (gray spots), 34.2 (black spots) and 35 (bright spots)



rysunku 4.10 pokazano widoki wszystkich pozosta³ych par z klas¹ ziarnow¹ 20–16 mm. Na

podstawie ka¿dego z tych obrazów mo¿emy stwierdziæ, ¿e przyjête parametry s¹ wy-

starczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji klasy ziarnowej, do której nale¿y dana próbka.
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Rys. 4.8. Widok danych dla wêgla typu 31 z podzia³em na klasy ziarnowe. Punkty danego odcienia jasnoœci

reprezentuj¹ próbki tej samej klasy. Zbyt du¿a liczba klas powoduje, ¿e widok nie jest czytelny

Fig. 4.8. View of data for coal of type 31 with division into particle fractions. The spots of certain level of

brightness represent the samples of the same fraction. Too large number of fractions causes that the view is not

clear

Rys. 4.9. Widok danych dla wêgla typu 31, dwie klasy ziarnowe: 20–16 mm (czarne punkty) oraz 16–14 mm

(jasne punkty). Widaæ, ¿e punkty reprezentuj¹ce klasê 20–16 mm gromadz¹ siê w dwóch grupach oddzielonych

przez grupê reprezentuj¹c¹ klasê 16–14 mm

Fig. 4.9. View of data for coal of type 31, two particle fractions: 20–16 (black spots) and 16–14 (bright spots).

It is visible that the spots representing the fraction 20–16 gather in two groups separated by the group

representing fraction 16–14 mm



Mo¿emy to stwierdziæ, poniewa¿ widaæ na nich, ¿e ka¿da klasa w parze zajmuje osobne

podobszary przestrzeni. Jeœli wiêc klasa ziarnowa 20–16 mm z ka¿d¹ inn¹ klas¹ zajmuje

osobn¹ czêœæ przestrzeni to oznacza, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej

identyfikacji czy dana próbka nale¿y klasy ziarnowej 20–16 mm.

Przeprowadzaj¹c podobn¹ analizê dla ka¿dej pary klas ziarnowych mo¿na stwierdziæ, ¿e

przyjête parametry opisuj¹ce próbki materia³u s¹ wystarczaj¹ce do w³aœciwej identyfikacji

ka¿dej klasy ziarnowej.

Na bazie siedmiowymiarowej wizualizacji metod¹ tuneli obserwacyjnych otrzymano

widoki dla wszystkich par typów wêgli, co pozwala stwierdziæ, ¿e przyjête parametry

opisowe s¹ wystarczaj¹ce do w³aœciwej identyfikacji typu wêgla, z którego pobrana zosta³a

próbka.

Nie uda³o siê jednak otrzymaæ jednego widoku pozwalaj¹cego na identyfikacjê wszyst-

kich trzech typów wêgli za jednym podejœciem. Oznacza to, ¿e struktura analizowanych

danych jest skomplikowana.

Na podstawie wizualizacji siedmiowymiarowych danych, dla poszczególnych typów

wêgli podzielonych na klasy ziarnowe nie by³o mo¿liwe osi¹gniêcie klarownego widoku dla

wszystkich klas ³¹cznie. By³o to mo¿liwe, gdy klasy ziarnowe porównywano parami.

Oznacza to, ¿e przyjête parametry opisowe s¹ wystarczaj¹ce do w³aœciwej identyfikacji klasy

ziarnowej, z której pobrana zosta³a próbka.

Na podstawie metody osi równoleg³ych nie by³o mo¿liwe stwierdzenie, czy mo¿na

prawid³owo rozpoznaæ pochodzenie próbki wêgla na podstawie obrazu w momencie gdy

wszystkie wêgle by³y analizowane razem. Aby to by³o mo¿liwe nale¿y dokonaæ prze-

skalowania danych w sposób zapewniaj¹cy ka¿demu parametrowi jednakow¹ wagê w zna-

czeniu jego istotnoœci.

Wyniki wizualizacji otrzymane metod¹ tuneli obserwacyjnych udowodni³y, ¿e na pod-

stawie zebranych danych mo¿na uzyskaæ w³aœciwe modele matematyczne opisuj¹ce procesy

przeróbcze surowców mineralnych.
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Rys. 4.10. Porównanie obrazów dla wêgla typu 31 z wybranymi dwoma klasami ziarnowymi

Fig. 4.10. Comparison of the images for coal of type 31 with two chosen particle fractions.



Otrzymane wyniki by³y zachêt¹ do sprawdzenia, czy do identyfikacji typu wêgla ko-

nieczne jest zastosowanie wszystkich zebranych danych, czy te¿ wystarczy w tym celu kilka

z nich. Nale¿a³o wiêc sprawdziæ, czy dane dla poszczególnych wêgli wykazywa³y istotne

powi¹zania miêdzy poszczególnymi jego cechami.

W celu sprawdzenia powi¹zañ pomiêdzy poszczególnymi cechami wêgla obliczono

macierz korelacji cz¹stkowych dla ka¿dego typu wêgla. Do ka¿dej z macierzy wykorzystano

dane ka¿dej klasy ziarnowej (9 klas po 8 frakcji gêstoœciowych = 72 dane, dla wêgla typu

34.2 brakowa³o kilku pomiarów, st¹d w tym przypadku liczba danych = 61) dla ka¿dego

z badanych typów wêgla. Macierze korelacji przedstawiono w tabelach 4.1–4.3.

Warto zwróciæ tak¿e uwagê na statystyki opisowe rozwa¿anych zmiennych. Ich charak-

terystyki przedstawiono w tabelach 4.4–4.6.

Na podstawie wyników analizy korelacji widaæ wyraŸnie, ¿e silnie skorelowanymi

cechami wêgli s¹ gêstoœæ, ciep³o spalania, zawartoœæ popio³u oraz zawartoœæ czêœci lotnych.

Mo¿na wiêc domniemywaæ, ¿e w celu identyfikacji typu wêgla nie jest konieczny wybór

³¹czny wszystkich tych cech, ale mo¿na wybraæ jedn¹ z nich. Aby dokonaæ wielowy-

miarowej analizy przedstawionych wy¿ej danych, opisuj¹cych parametry wêgla, zastoso-

wano metodê Tuneli Obserwacyjnych, s³u¿¹c¹ do ich wizualizacji. Ka¿dy z siedmiu para-

metrów stanowi³ jeden wymiar. Na pocz¹tku sprawdzono, czy informacje zawarte we wszy-

stkich parametrach s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji rodzaju wêgla. Powsta³a

wiêc siedmiowymiarowa przestrzeñ. Okaza³o siê, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do

prawid³owej identyfikacji czy dana próbka nale¿y do wêgla 31, 34.2, czy 35. Rysunek 4.11
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Tabela 4.1

Macierz korelacji dla wêgla typu 31

Table 4.1

Correlation matrix for type of coal 31

Gêstoœæ

[Mg/m3]

Masa

[g]

Ciep³o

spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u

[%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Zawartoœæ

czêœci

lotnych Va

Wilgoæ

analityczna

Wa

Wielkoœæ

ziarna d

Gêstoœæ [Mg/m3] 1,00 –0,22 –0,92 0,92 0,53 –0,81 –0,86 –0,08

Masa [g] –0,22 1,00 0,21 –0,19 –0,29 0,21 0,21 –0,29

Ciep³o spalania [cal] –0,92 0,21 1,00 –0,97 –0,36 0,89 0,89 –0,08

Zawartoœæ popio³u [%] 0,92 –0,19 –0,97 1,00 0,36 –0,93 –0,92 0,06

Zawartoœæ siarki [%] 0,53 –0,29 –0,36 0,36 1,00 –0,24 –0,37 –0,31

Zawartoœæ czêœci

lotnych Va –0,81 0,21 0,89 –0,93 –0,24 1,00 0,86 –0,03

Wilgoæ analityczna Wa –0,86 0,21 0,89 –0,92 –0,37 0,86 1,00 –0,10

Wielkoœæ ziarna d –0,08 –0,29 –0,08 0,06 –0,31 –0,03 –0,10 1,00
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Tabela 4.2

Macierz korelacji dla wêgla typu 34.2

Table 4.2

Correlation matrix for type of coal 34.2

Gêstoœæ

[Mg/m3]

Masa

[g]

Ciep³o

spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u

[%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Zawartoœæ

czêœci

lotnych Va

Wilgoæ

analityczna

Wa

Wielkoœæ

ziarna d

Gêstoœæ [Mg/m3] 1,00 –0,47 –0,96 0,93 0,20 –0,70 –0,44 –0,08

Masa [g] –0,47 1,00 0,37 –0,35 –0,30 0,29 0,06 –0,18

Ciep³o spalania [cal] –0,96 0,37 1,00 –0,99 –0,12 0,82 0,42 0,01

Zawartoœæ popio³u [%] 0,93 –0,35 –0,99 1,00 0,12 –0,85 –0,41 –0,02

Zawartoœæ siarki [%] 0,20 –0,30 –0,12 0,12 1,00 –0,05 –0,12 –0,29

Zawartoœæ czêœci

lotnych Va –0,70 0,29 0,82 –0,85 –0,05 1,00 0,29 –0,07

Wilgoæ analityczna Wa –0,44 0,06 0,42 –0,41 –0,12 0,29 1,00 0,44

Wielkoœæ ziarna d –0,08 –0,18 0,01 –0,02 –0,29 –0,07 0,44 1,00

Tabela 4.3

Macierz korelacji dla wêgla typu 35

Table 4.3

Correlation matrix for type of coal 35

Gêstoœæ

[Mg/m3]

Masa

[g]

Ciep³o

spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u

[%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Zawartoœæ

czêœci

lotnych Va

Wilgoæ

analityczna

Wa

Wielkoœæ

ziarna d

Gêstoœæ [Mg/m3] 1,00 –0,14 –0,98 0,97 0,30 –0,88 0,32 –0,08

Masa [g] –0,14 1,00 0,05 –0,04 –0,40 0,02 –0,18 –0,28

Ciep³o spalania [cal] –0,98 0,05 1,00 –1,00 –0,15 0,93 –0,29 0,04

Zawartoœæ popio³u [%] 0,97 –0,04 –1,00 1,00 0,13 –0,94 0,28 –0,04

Zawartoœæ siarki [%] 0,30 –0,40 –0,15 0,13 1,00 0,01 0,18 –0,10

Zawartoœæ czêœci

lotnych Va –0,88 0,02 0,93 –0,94 0,01 1,00 –0,21 0,05

Wilgoæ analityczna Wa 0,32 –0,18 –0,29 0,28 0,18 –0,21 1,00 0,55

Wielkoœæ ziarna d –0,08 –0,28 0,04 –0,04 –0,10 0,05 0,55 1,00



przedstawia przyk³adowy wynik eksperymentów, bior¹cych pod uwagê dane ze wszystkich

trzech typów wêgli: 34.2 (61 próbek), 35 (72 próbki) i 31 (72 próbki).

Nastêpnie usuniêto z danych ostatni parametr, czyli wilgoæ analityczn¹. Powsta³a wiêc

przestrzeñ szeœciowymiarowa. Rysunki 4.12 i 4.13 przedstawiaj¹ wyniki eksperymentów dla

powsta³ych w ten sposób danych szeœciowymiarowych. Na rysunku 4.12 uzyskano widok,

z którego wynika, ¿e dane dotycz¹ce wêgla 31 zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ wêgiel 35.

Na podstawie tego mo¿na stwierdziæ, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej
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Tabela 4.4

Opis statystyczny dla wêgla typu 31

Table 4.4

Statistical description for coal of type 31

Parametr Masa [g]
Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne Va

[%]

Wilgoæ analit.

Wa

Œrednia 502,8439 4827,682 30,59167 1,139697 26,13288 2,875455

Odch. stand. 859,7737 1928,198 22,79824 0,495183 6,577693 0,939385

Skoœnoœæ 2,712474 –0,709 0,968895 0,541001 –1,03491 –0,20851

Kurtoza 7,474541 –0,14403 0,481473 –0,76674 0,722729 0,018796

Max 4187,8 7518 86,59 2,28 37,04 5,41

Min 7,1 433 1,25 0,39 9,3 0,91

Rozstêp 4180,7 7085 85,34 1,89 27,74 4,5

Tabela 4.5

Opis statystyczny dla wêgla typu 34.2

Table 4.5

Statistical description for coal of type 34.2

Parametr
Masa

[g]

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne Va

[%]

Wilgoæ analit.

Wa

Œrednia 170,4576 5515,985 27,86561 0,566364 24,65967 0,942097

Odch. stand. 345,011 2390,505 23,88707 0,347047 5,660467 0,281222

Skoœnoœæ 3,59979 –0,75153 1,03294 1,286094 –1,4801 0,347979

Kurtoza 14,49382 –0,21618 0,352019 2,26671 1,582519 0,753901

Max 1817,9 8367 81,97 1,81 31,87 1,87

Min 2,2 591 0,79 0,05 9,77 0,37

Rozstêp 1815,7 7776 81,18 1,76 22,1 1,5



identyfikacji czy dana próbka nale¿y do wêgla typu 31 czy 35. Na rysunku 4.13 uzyskano

widok pozwalaj¹cy stwierdziæ, ¿e dane dotycz¹ce wêgla 35 zajmuj¹ inny obszar przestrzeni

ni¿ wêgiel 34.2. Mo¿na wiêc stwierdziæ, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do pra-

wid³owej identyfikacji czy dana próbka nale¿y do wêgla typu 35 czy 34.2. Nie uda³o siê

natomiast uzyskaæ widoku, z którego mo¿na by wnioskowaæ, ¿e dane dotycz¹ce wêgla 31

zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ wêgiel 34.2. Nie mo¿na wiêc uznaæ, ¿e przyjête pa-

rametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji rodzaju wêgla.

Jak wczeœniej zauwa¿ono dane siedmiowymiarowe powsta³e z opisanych wy¿ej siedmiu

cech wêgla s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji rodzaju wêgla i jednoczeœnie te

same dane po usuniêciu parametru „wilgoæ analityczna” nie s¹ wystarczaj¹ce do prawi-
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Tabela 4.6

Opis statystyczny dla wêgla typu 35

Table 4.6

Statistical description for coal of type 35

Parametr
Masa

[g]

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne Va

[%]

Wilgoæ analit.

Wa

Œrednia 367,6394 5418,258 31,60273 0,562424 17,65485 1,27303

Odch. stand. 631,5312 2286,931 23,39692 0,244667 2,823312 0,180988

Skoœnoœæ 3,136177 –0,67203 0,732913 1,0921 –1,1957 –0,00556

Kurtoza 10,91593 –0,28671 –0,18804 1,055829 1,004102 –0,58092

Max 3476,2 8383 82,02 1,26 22,18 1,65

Min 21 600 1,84 0,18 10,6 0,85

Rozstêp 3455,2 7783 80,18 1,08 11,58 0,8

Rys. 4.11. Widok, z którego wynika, ¿e siedmiowymiarowe dane dla wêgla typu 35 (punkty jasne) gromadz¹ siê

w innej czêœci przestrzeni ni¿ dane dla wêgla typu 34.2 (punkty czarne)

Fig. 4.11. View from which it occurs that the seven-dimensional data for coal of type 35 (bright spots) gather in

other part of the space than data for coal of type 34.2 (black spots)



d³owej identyfikacji rodzaju wêgla. Wniosek z tego mo¿e byæ tylko jeden: parametr „wilgoæ

analityczna” jest niezbêdny do prawid³owej identyfikacji rodzaju wêgla. Nastêpny zestaw

danych skonstruowano wiêc opieraj¹c siê na tym parametrze.

Na podstawie wyników macierzy korelacji, z powy¿ej opisanych siedmiowymiarowych

danych usuniêto cztery cechy wêgla, pozostawiaj¹c jedynie trzy parametry: wilgoæ anali-

tyczn¹, zawartoœæ siarki oraz czêœci lotne. Ka¿dy z tych parametrów stanowi³ jeden wymiar.

Powsta³a wiêc trójwymiarowa przestrzeñ. Rysunki 4.14 i 4.15 przedstawiaj¹ wyniki eks-

perymentów. Na rysunku 4.14 uzyskano widok, z którego wynika, ¿e dane dotycz¹ce wêgla
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Rys. 4.12. Widok 6-wymiarowych danych powsta³ych po usuniêciu parametru wilgoæ analit. Widaæ, ¿e dane

reprezentuj¹ce typ wêgla 35 (punkty jasne) zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ dane reprezentuj¹ce typ wêgla

31 (punkty czarne)

Fig. 4.12. View of 6-dimensional data created after removal of the parameter „analytical moisture”. It is visible

that data representing coal of type 35 (bright spots) are located in other area of space than data representing coal

of type 31 (black spots)

Rys. 4.13. Widok 6-wymiarowych danych powsta³ych po usuniêciu parametru „wilgoæ analityczna”. Widaæ, ¿e

dane reprezentuj¹ce typ wêgla 35 (punkty jasne) zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ dane reprezentuj¹ce typ

wêgla 34.2 (punkty czarne)

Fig. 4.13. View of 6-dimensional data created after removal of the parameter „analytical moisture”. It is visible

that data representing coal of type 35 (bright spots) are located in other area of space than data representing coal

of type 34.2 (black spots)



31 zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ wêgiel 35. Na podstawie tego mo¿na stwierdziæ, ¿e

przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji czy dana próbka nale¿y do

wêgla typu 31 czy 35. Na rysunku 4.15 uzyskano widok pozwalaj¹cy stwierdziæ, ¿e dane

dotycz¹ce wêgla 34.2 zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ wêgiel 35 oraz jednoczeœnie

zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ wêgiel typu 31. Z tych dwóch widoków mo¿na wiêc

wnioskowaæ, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji czy dana

próbka nale¿y do wêgla 31, 34.2, czy 35. Jednoczeœnie nie uda³o siê uzyskaæ jednego

widoku, z którego móg³by wynikaæ powy¿szy wniosek. Œwiadczyæ to mo¿e o skompli-

kowanej strukturze analizowanych danych.

Nastêpnie postanowiono sprawdziæ, jaki wp³yw na mo¿liwoœæ identyfikacji rodzaju

wêgla bêdzie mia³o zast¹pienie jednego z parametrów opisuj¹cych wêgiel innym para-

metrem w wysokim stopniu z nim skorelowanym. Parametr „czêœci lotne” z parametrem

„ciep³o spalania” ma wspó³czynnik korelacji 0,93 dla typu wêgla 31, 0,82 dla typu wêgla

34.2 oraz 0,89 dla typu wêgla 35 (patrz tabele 4.1–4.3). S¹ to wiêc parametry powi¹zane

wysokim wspó³czynnikiem korelacji. Dlatego w zestawie trzech cech (wilgoæ analityczna,

zawartoœæ siarki oraz czêœci lotne), które jak wczeœniej pokazano s¹ wystarczaj¹ce do

prawid³owej identyfikacji rodzaju wêgla, zast¹piono parametr „czêœci lotne” parametrem

„ciep³o spalania”. Rysunki 4.16 i 4.17 przedstawiaj¹ otrzymane rezultaty. Na rysunku 4.16

uzyskano widok pozwalaj¹cy stwierdziæ, ¿e dane dotycz¹ce wêgla 31 zajmuj¹ inny obszar

przestrzeni ni¿ wêgiel 34.2 oraz jednoczeœnie zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ wêgiel

typu 35. Na podstawie tego mo¿na stwierdziæ, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do

prawid³owej identyfikacji czy dana próbka nale¿y do wêgla typu 31. Jednoczeœnie nie uda³o
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Rys. 4.14. Widok 3-wymiarowych danych: wilgoæ analityczna, zawartoœæ siarki oraz czêœci lotne. Widaæ, ¿e

dane reprezentuj¹ce typ wêgla 35 (punkty jasne) zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ dane reprezentuj¹ce typ

wêgla 31 (punkty czarne)

Fig. 4.14. View of 3-dimensional data: analytical moisture, sulfur contents and volatile parts contents. It is

visible that the data representing coal of type 35 (bright spots) are located in other part of the space than data

representing coal of type 31 (black spots)
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Rys. 4.15. Widok 3-wymiarowych danych powsta³ych z cech: wilgoæ analityczna, zawartoœæ siarki oraz czêœci

lotne. Widaæ, ¿e dane reprezentuj¹ce typ wêgla 34.2 (punkty czarne) zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ dane

reprezentuj¹ce typ wêgla 31 (punkty szare) oraz dane reprezentuj¹ce typ wêgla 34.2 (punkty czarne) zajmuj¹

inny obszar przestrzeni ni¿ dane reprezentuj¹ce typ wêgla 35 (punkty jasne)

Fig. 4.15. View of 3-dimensional data created from the features: analytical data, sulfur contents and volatile

parts contents. It is visible that data representing coal of type 34.2 (black spots) are located in other part of the

space than data representing coal of type 31 (gray spots) and data representing coal of type 35 (bright spots)

Rys. 4.16. Widok 3-wymiarowych danych powsta³ych z cech: wilgoæ analityczna, zawartoœæ siarki oraz ciep³o

spalania. Widaæ, ¿e dane reprezentuj¹ce typ wêgla 31 (punkty szare) zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ dane

reprezentuj¹ce typ wêgla 34.2 (punkty czarne) oraz inny obszar przestrzeni ni¿ dane reprezentuj¹ce typ wêgla

35 (punkty jasne)

Fig. 4.16. View of 3-dimensional data created from the features: analytical moisture, sulfur contents and

combustion heat. It is visible that the data representing coal of type 34.2 (black spots) are located in other part

of the space than data representing coal of type 31 (gray spots) and data representing coal of type 35 (bright

spots)



siê uzyskaæ widoku, pozwalaj¹cego stwierdziæ, ¿e dane dotycz¹ce wêgla 34.5 zajmuj¹ inny

obszar przestrzeni ni¿ wêgiel 35. Najlepszy uzyskany widok dotycz¹cy mo¿liwoœci roz-

dzielenia wêgli typu 34.5 oraz 35 pokazano na rysunku 4.17. Nie mo¿na wiêc uznaæ, ¿e

przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji rodzaju wêgla. Wynika

z tego, ¿e w wyniku zamiany parametru „czêœci lotne” na parametr „ciep³o spalania”,

utracona zosta³a informacja pozwalaj¹ca w sposób prawid³owy identyfikowaæ rodzaj wêgla.

Nast¹pi³o to pomimo wysokiego wspó³czynnika korelacji tych parametrów.

Podobnie post¹piono, zastêpuj¹c parametr „czêœci lotne” parametrem „zawartoœæ po-

pio³u”. Wspó³czynnik korelacji tych dwóch parametrów jest wysoki i wynosi –0,94 dla

wêgla typu 31, –0,85 dla wêgla typu 34.2 oraz –0,93 dla wêgla typu 35 (patrz tabele 4.1–4.3).

Powsta³ wiêc uk³ad trzech parametrów: wilgoæ analityczna, zawartoœæ siarki oraz zawartoœæ

popio³u. Na rysunku 4.18 uzyskano widok pozwalaj¹cy stwierdziæ, ¿e dane dotycz¹ce wêgla

31 zajmuj¹ inny obszar przestrzeni ni¿ wêgiel 34.2 oraz jednoczeœnie zajmuj¹ inny obszar

przestrzeni ni¿ wêgiel typu 35. Na podstawie tego – podobnie jak w poprzednio wybranym

zestawie cech – mo¿na stwierdziæ, ¿e przyjête parametry s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej

identyfikacji czy dana próbka nale¿y do wêgla typu 31. Jednoczeœnie nie uda³o siê uzyskaæ

widoku, pozwalaj¹cego stwierdziæ, ¿e dane dotycz¹ce wêgla 34.2 zajmuj¹ inny obszar

przestrzeni ni¿ wêgiel 35. Przyjête parametry nie s¹ wiêc wystarczaj¹ce do prawid³owej

identyfikacji rodzaju wêgla. Wiêc w wyniku zamiany parametru „czêœci lotne” na parametr

„zawartoœæ popio³u”, podobnie jak poprzednio utracona zosta³a informacja pozwalaj¹ca
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Rys. 4.17. Widok 3-wymiarowych danych powsta³ych z cech: wilgoæ analityczna, zawartoœæ siarki oraz ciep³o

spalania. Najlepszy uzyskany widok nie pozwala stwierdziæ czy dane reprezentuj¹ce typ wêgla 34.2 (punkty

czarne) mo¿na oddzieliæ od danych reprezentuj¹cych typ wêgla 35 (punkty jasne) – zbiory punktów

reprezentuj¹cych te dwa typy zachodz¹ na siebie

Fig. 4.17. View of the 3-dimensional data created from the features: analytical moisture, sulfur contents and

combustion heat. The best view does not allow to state if the data representing coal of type 34.2 (black spots)

can be divided from the data representing coal of type 35 (bright spots) – sets of spots representing these two

types overlap



w sposób prawid³owy identyfikowaæ trzy rodzaje wêgla pomimo wysokiego wspó³czynnika

korelacji tych parametrów.

Przeprowadzone wizualizacje wielowymiarowych danych pozwoli³y sformu³owaæ nastê-

puj¹ce wnioski:

— przyjête siedmiowymiarowe dane oparte na przyjêtych siedmiu cechach s¹ wystar-

czaj¹ce do prawid³owej identyfikacji typu wêgla;

— dane szeœciowymiarowe powsta³e w wyniku usuniêcia parametru „wilgoæ anality-

czna” nie s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji rodzaju wêgla. Pozwalaj¹

jedynie odró¿niæ od siebie typy wêgli 35 od 31 oraz 35 od 34.2;

— parametr „wilgoæ analityczna” jest niezbêdny do prawid³owej identyfikacji rodzaju

wêgla;

— dane trzywymiarowe powsta³e z parametrów: wilgoæ analityczna, zawartoœæ siarki

oraz czêœci lotne s¹ wystarczaj¹ce do prawid³owej identyfikacji typu wêgla;

— zast¹pienie w zestawie cech wêgla jednego z parametrów opisuj¹cych wêgiel innym

parametrem w wysokim stopniu z nim skorelowanym nie gwarantuje zachowania

informacji koniecznych do identyfikacji rodzaju wêgla.

Jak ³atwo zauwa¿yæ, metody wizualizacji danych wielowymiarowych dotycz¹cych ma-

teria³ów uziarnionych nie do koñca s¹ wkomponowane w szeroko rozumiane metody

statystycznej wielowymiarowej analizy danych. Warto jednak zwróciæ uwagê, ¿e stwarzaj¹

one mo¿liwoœci klasyfikacji materia³ów uziarnionych (okreœlanie „gatunku”, miejsca pocho-

dzenia) i dlatego mog¹ byæ interesuj¹ce dla potrzeb przeróbki surowców mineralnych. Z tego

powodu prace w tym zakresie bêd¹ kontynuowane.
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Rys. 4.18. Widok 3-wymiarowych danych powsta³ych z cech: wilgoæ analityczna, zawartoœæ siarki oraz

zawartoœæ popio³u. Widaæ, ¿e dane reprezentuj¹ce typ wêgla 31 (punkty szare) zajmuj¹ inny obszar przestrzeni

ni¿ dane reprezentuj¹ce typ wêgla 34.2 (punkty czarne) oraz inny obszar przestrzeni ni¿ dane reprezentuj¹ce typ

wêgla 35 (punkty jasne)

Fig. 4.18. View of 3-dimensional data created from the features: analytical moisture, sulfur contents and ash

contents. It is visible that data representing coal of type 31 (gray spots) are located in other area of the space

than the coal of type 34.2 (black spots) and data representing coal of type 35 (bright spots)



Podsumowanie

Zgodnie z planem prezentowanej monografii jej celem by³o wprowadzenie i zasto-

sowanie wielowymiarowych charakterystyk zmiennych losowych (wektorów losowych) do

opisu w³aœciwoœci materia³ów uziarnionych i procesów ich rozdzia³u. Opis takich mate-

ria³ów wymaga dostosowania siê do ich natury oraz mo¿liwoœci ich charakteryzowania

(pomiaru wartoœci cech), co rodzi okreœlone k³opoty interpretacyjne i obliczeniowe, ponie-

wa¿ wystêpuj¹ce w wektorze losowym zmienne dziel¹ siê praktycznie na dwie kategorie:

zmienne mierzalne bezpoœrednio (poprzez sortowanie ziaren do okreœlonych zbiorów

(frakcji) (przesiewanie, rozdzia³ w cieczach ciê¿kich, separacja magnetyczna itp.) oraz

zmienne, które charakteryzowane s¹ poœrednio przez ich rozk³ady warunkowe lub wartoœci

œrednie w otrzymywanych zbiorach (szeroko rozumianych klaso-frakcjach), czyli zawartoœci

sk³adników i w³aœciwoœci okreœlane odpowiednimi metodami analitycznymi.

Taki podzia³ zmiennych powoduje dobór metod opisu dostosowanych do nich, tzn.

bezpoœrednio charakterystyk rozk³adów wielowymiarowych lub poœrednich metod charak-

terystyk regresyjnych.

W pracy zosta³y wykorzystane obie œcie¿ki opisu. Patrz¹c z punktu widzenia formali-

zacji wielowymiarowego opisu materia³ów uziarnionych, przyjêto m.in. metodykê rozk³a-

dów Morgensterna, dla których potrzebne rozk³ady brzegowe wyznaczono ró¿nymi tech-

nikami:

— rozk³adami cenzurowanymi poszczególnych zmiennych losowych;

— wykorzystuj¹c funkcje odwrotne do dystrybuant (przy aproksymacji np. krzywych

wzbogacalnoœci);

— niekonwencjonalnymi metodami statystycznymi (m. in. nieparametryczne metody

statystyczne, rozk³ady warunkowe oparte na metodach bayesowskich, czy nowator-

skie zastosowanie metody krigingu zwyczajnego).

W realizacji celów pracy pos³u¿ono siê ró¿norakimi technikami obliczeniowymi, wli-

czaj¹c w to zarówno jedno-, jak i wielowymiarowe klasyczne i nieklasyczne rozk³ady

zmiennych losowych, rozk³ady warunkowe, techniki interpolacyjne z zastosowaniem me-

tody krigingu, czy metody wielowymiarowej wizualizacji danych.

W monografii przedstawiono praktyczne zastosowanie modeli teoretycznych. Dokonano

udanej dwuwymiarowej aproksymacji krzywych wzbogacalnoœci Henry’ego na przyk³adzie

wêgla. W tym celu zastosowano ró¿ne techniki aproksymacyjne, oparte na rozk³adzie

logistycznym oraz rozk³adzie GSA. Aby aproksymacja by³a dok³adniejsza zaimplemen-



towano te¿ tu metodê krigingu zwyczajnego. Pozwoli³o to na wyprowadzenie wniosków, ¿e

metodyka mo¿e byæ z powodzeniem stosowana do aproksymacji podstawowych krzywych

wzbogacalnoœci Henry’ego, co potwierdza fakt, ¿e œrednia zawartoœæ popio³u obliczona na

podstawie wyników doœwiadczalnych nie ró¿ni siê w znacz¹cy sposób od wartoœci wyli-

czonej na podstawie teoretycznej krzywej Henry’ego. Ponadto niewielki œredniokwadra-

towy b³¹d przybli¿enia œrednich zawartoœci popio³u w poszczególnych frakcjach, uzasadnia

prawid³owoœæ stosowanej metody aproksymacyjnej. Mo¿na przyj¹æ, ¿e uzyskana krzywa

teoretyczna jest dobr¹ aproksymacj¹ krzywej wzbogacalnoœci Henry’ego. Ponadto przedsta-

wienie w postaci analitycznej krzywej Henry’ego pozwala oszacowaæ zawartoœæ badanego

sk³adnika (w dowolnej frakcji badanego materia³u, tzn. w dowolnym zakresie gêstoœci).

Aby poprawiæ jakoœæ aproksymacji zaproponowano równie¿ zastosowanie nieparame-

trycznych metod statystycznych, m. in. w celu aproksymacji rozk³adu zawartoœci popio³u

w wêglu, bêd¹cym mieszanin¹ materia³u pobranego z ró¿nych pok³adów. Dokonano porów-

nania klasycznej aproksymacji za pomoc¹ rozk³adu logarytmiczno-normalnego z aproksy-

mantami otrzymanymi poprzez zastosowanie funkcji j¹drowych z j¹drem Epanechnikowa

oraz j¹drem Gaussa, jak równie¿ metod¹ Fouriera. Okaza³o siê, ¿e metody nieparametryczne

da³y lepsze efekty dopasowania od najlepszego rozk³adu otrzymanego metod¹ klasyczn¹. Na

podstawie przeprowadzonych badañ mo¿na wiêc stwierdziæ, ¿e rozk³ad zawartoœci popio³u

w nadawie wêgla nale¿y rozpatrywaæ jako mieszaninê rozk³adów tej cechy w poszcze-

gólnych pok³adach. Ponadto zastosowanie nieparametrycznych metod estymacji pozwala

bardziej precyzyjnie okreœliæ funkcjê gêstoœci ni¿ w przypadku za³o¿enia, ¿e rozk³ad badanej

cechy nale¿y do rodziny rozk³adów zadanych z góry (np. rozk³ad logarytmiczno-normalny).

Warto równie¿ zauwa¿yæ, ¿e w poszczególnych pok³adach nie zawsze ta sama metoda daje

optymalny, mo¿liwy efekt, dlatego celowe jest zastosowanie funkcji gêstoœci mieszaniny

optymalnych estymatorów dla poszczególnych frakcji. Analizuj¹c stosowalnoœæ nieparame-

trycznych metod statystycznych mo¿na te¿ stwierdziæ, ¿e metody nieparametrycznej esty-

macji pozwalaj¹ dok³adniej okreœliæ prawdopodobieñstwo ryzyka ekonomicznego, zwi¹-

zanego z za³o¿eniem okreœlonej jakoœci wêgla.

W dalszej czêœci opracowania dokonano aproksymacji krzywych sk³adu ziarnowego za

pomoc¹ rozk³adu Weibulla, ale z bayesowskimi estymatorami parametrów tego rozk³adu. Do

tego celu, jako materia³ analityczny wybrano materia³ skalny – porfir, który poddano proce-

sowi wielostadialnego kruszenia. Nastêpnie, stosuj¹c twierdzenie Bayesa, wyprowadzono

estymatory parametrów opisowych rozk³adu Weibulla (d0 i c) dla sk³adu ziarnowego w po-

szczególnych stadiach rozdrabniania i podstawiono je do wzoru na rozk³ad Weibulla dla tych

stadiów, gdzie tradycyjna aproksymacja nie da³a zadowalaj¹cego poziomu dopasowania

(wysoka wartoœæ b³êdu œredniokwadratowego sr). Do sprawdzenia jakoœci aproksymacji

wybrano wiêc te poziomy kruszenia, dla których krzywa Weibulla, wyznaczona za pomoc¹

linearyzacji nie by³a najlepiej dopasowana. Za ka¿dym razem estymatory bayesowskie

dawa³y lepsze dopasowanie. Zasadnym jest wiêc stosowanie tej metody estymacji para-

metrów rozk³adów przy okreœlaniu teoretycznych krzywych sk³adu ziarnowego, jak i roz-

k³adów innych wielkoœci charakteryzuj¹cych materia³ uziarniony.
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Zaprezentowano równie¿ wielowymiarow¹ analizê materia³u uziarnionego na przy-

k³adzie wêgla, podzielonego na klaso-frakcje. Zaproponowano kilka metod aproksymacji –

tradycyjn¹, opart¹ na iloczynie dystrybuant sk³adu ziarnowego i gêstoœciowego analizo-

wanego materia³u oraz metodê opart¹ na tzw. rozk³adach Morgensterna. Okaza³o siê, ¿e

metoda Morgensterna daje zdecydowanie lepsze efekty i jakoœæ dopasowania ni¿ tradycyjny

iloczyn zmiennych losowych. Na podstawie tych analiz mo¿na ponadto stwierdziæ, ¿e

jedynie wielowymiarowa analiza statystyczna mo¿e daæ wystarczaj¹co pe³n¹ informacjê na

temat zwi¹zków i wp³ywów poszczególnych cech materia³u uziarnionego. Oprócz klasy-

cznych metod statystycznych mo¿liwe jest zastosowanie wielu innych technik, a obok takich

cech jak wielkoœæ i gêstoœæ ziarna mo¿na braæ pod uwagê tak¿e inne cechy materia³u

uziarnionego, jak np. zawartoœæ popio³u, czy zawartoœæ siarki, które równie¿ znacz¹co

wp³ywaj¹ na jakoœæ analizowanego materia³u.

Oprócz klasycznych aproksymant w analizie wielowymiarowej zastosowano tak¿e me-

tody nieparametryczne, tj. metody j¹drowe oraz metodê Fouriera, które nale¿y stosowaæ

w przypadku, gdy tradycyjne aproksymacje na daj¹ zadowalaj¹cych efektów. Metody te

ponadto wykorzystano tak¿e przy oszacowywaniu rozk³adów warunkowych. Podjêto próbê

aproksymacji rozk³adu warunkowego F d( | )r . Na podstawie wyników doœwiadczalnych,

dotycz¹cych wêgla, skonstruowano warunkow¹ empiryczn¹ dystrybuantê F d( | )r dla

zmiennej D (wielkoœæ ziarna), dla ka¿dej klasy ziarnowej przy ustalonej wartoœci gêstoœci.

Nastêpnie, za pomoc¹ dystrybuanty rozk³adu Weibulla, dokonano aproksymacji sk³adu

ziarnowego. Dla poszczególnych frakcji gêstoœciowych otrzymano ten sam typ rozk³adu, ale

jego parametry by³y ró¿ne. Przyjêto wiêc, ¿e oba parametry opisowe rozk³adu Weibulla s¹

zmiennymi losowymi, które zaproksymowano za pomoc¹ metod nieparametrycznych. Wy-

niki aproksymacji by³y bardzo dobre. Dokonano równie¿ analizy regresyjnej dla obu para-

metrów oraz gêstoœci ziaren, stosuj¹c zarówno metodê tradycyjn¹, jak i opart¹ na roz-

winiêciu w szereg Fouriera. Zastosowana metodyka pozwoli³a na stwierdzenie, ¿e zasto-

sowanie metody Fouriera do estymacji funkcji regresji da³o mo¿liwoœæ uzyskania postaci

analitycznej rozk³adu warunkowego zmiennej losowej opisuj¹cej wielkoœæ ziarna przy

za³o¿onej wartoœci jego gêstoœci. Znaj¹c rozk³ad gêstoœci ziarna, która najczêœciej apro-

ksymowana jest za pomoc¹ rozk³adów Weibulla lub rozk³adu logistycznego mo¿liwe jest

utworzenie dwuwymiarowego rozk³adu opisuj¹cego rozmiar i gêstoœæ ziarna.

Oprócz klasycznych aproksymacji dokonano praktycznego zastosowania metody kri-

gingu zwyczajnego w celu interpolacji wartoœci wybranych charakterystyk materia³u uziar-

nionego na przyk³adzie wêgla. Metoda ta daje mo¿liwoœæ uzyskania bardzo dok³adnej

informacji na temat badanego materia³u w momencie, gdy badacz nie dysponuje pe³nymi

wynikami analiz lub s¹ one niezbyt dok³adne (np. zbyt szerokie klasy ziarnowe lub frakcje

gêstoœciowe). W monografii przedstawiono zastosowanie ró¿nego rodzaju wariogramów,

które s¹ baz¹ do stosowania metody krigingu. Wykorzystano zarówno konkretne typy takich

funkcji, jak równie¿ tzw. wariogramy ³¹czone, bêd¹ce kompilacj¹ dwóch lub wiêcej typów

wariogramów sk³adowych. Taka metodyka umo¿liwia bardziej dok³adny opis, a tym samym

zmniejsza wartoœæ b³êdu analizy. Stosuj¹c metodê krigingu interpolowano wartoœci doty-
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cz¹ce zawartoœci popio³u, siarki oraz czêœci lotnych w wêglu w zale¿noœci od wielkoœci

i gêstoœci ziarna. Tym samym dowiedziono, ¿e zastosowanie metod krigingu do zagadnieñ

zwi¹zanych z przeróbk¹ surowców mineralnych pozwala na lepsz¹ aproksymacjê zale¿noœci

miêdzy w³aœciwoœciami badanego materia³u. Pozwala równie¿ na utworzenie wiêkszej

liczby danych pomiarowych, które mog¹ pozwoliæ na podzia³ badanego materia³u na wê¿sze

frakcje, a wiêc na bardziej precyzyjne modelowanie ró¿nego rodzaju krzywych i powierz-

chni stosowanych w przeróbce surowców mineralnych. Tak wiêc technika ta, stosowana

g³ównie w geostatystyce, mo¿e równie¿ zostaæ wykorzystana w badaniach materia³ów

uziarnionych. Potencjalne wykorzystanie tej techniki w przeróbce surowców mineralnych –

a zw³aszcza wêgla – jest bardzo du¿e.

Zaprezentowano równie¿ metody wielowymiarowej wizualizacji danych. Metody te,

maj¹ce swoj¹ genezê zarówno w statystyce, jak i informatyce pozwalaj¹ na interpretacjê

graficzn¹ danych o iloœci wymiarów wiêkszej ni¿ trzy. W pracy przedstawiono i omówiono

g³ównie metodê tuneli informacyjnych, któr¹ zastosowano do wizualizacji danych dotycz¹-

cych wêgla. Zastosowana metodyka umo¿liwia identyfikacjê zarówno typu wêgla (wêgiel

energetyczny, semi-koksuj¹cy lub wêgiel koksuj¹cy), jak równie¿ pozwala na identyfikacjê

klasy ziarnowej lub frakcji gêstoœciowej z jakiej pobrany zosta³ analizowany materia³.

Widoki, bêd¹ce swoistymi siedmiowymiarowymi projekcjami daj¹ mo¿liwoœæ wyci¹gniêcia

informacji z du¿ej iloœci danych, a tym samym dokonania swoistego data-miningu. Technika

ta jest bardzo nowatorska i nie stosowana dotychczas w przeróbce surowców mineralnych.

Prace nad stosowaniem omówionych metod, jak równie¿ innych technik bêd¹ konty-

nuowane przez autora monografii.
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Za³¹cznik

Wêgle typu 31, 34.2 i 35 zosta³y pobrane z trzech kopalni zlokalizowanych w Górno-

œl¹skim Okrêgu Przemys³owym. Ka¿dy z nich zosta³ rozdzielony na sitach na klasy ziar-

nowe: –1,00, –3,15, –6,30, –8,00, –10,00, –12,50, –14,00, –16,00 i –20,00 mm. Nastêpnie,

ka¿da klasa ziarnowa zosta³a dodatkowo poddana rozdzia³owi na frakcje densymetryczne

przy zastosowaniu roztworów wodnych chlorku cynku o ró¿nych gêstoœciach (1,3, 1,4, 1,5,

1,6, 1,7, 1,8 i 1,9 g/cm3). Takie klaso-frakcje by³y nastêpnie przedmiotem dalszych badañ

(analiza chemiczna).
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ZA.1. Dane dla wêgla typu 31

20–16 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 303,5 6 280 14,75 0,82 29,49 4,03

1,3–1,4 97,9 6 225 15,32 0,8 30,01 3,74

1,4–1,5 153,1 6 111 16,53 0,8 30,17 3,36

1,5–1,6 66,5 6 941 6,67 0,85 33,13 4,20

1,6–1,7 19,4 4 741 27,30 0,51 20,18 3,32

1,7–1,8 24,4 4 198 36,35 1,36 27,99 2,45

1,8–1,9 65,1 3 068 51,96 2,16 21,97 2,01

>1,9 803,1 533 84,33 0,45 11,48 1,03

16–14 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 411,7 7 141 5,45 0,62 32,50 3,59

1,3–1,4 118,1 5 774 21,67 0,68 28,37 2,94

1,4–1,5 209,3 6 168 16,6 1,03 29,38 3,23

1,5–1,6 98 4 908 29,40 1,06 28,08 3,30

1,6–1,7 22,7 4 558 29,48 1,77 31,82 2,89

1,7–1,8 7,1 3 790 42,50 0,39 25,91 2,65

1,8–1,9 8,6 2 977 49,25 0,56 19,19 2,66

>1,9 805,1 615 83,53 1,69 11,02 1,06

14–12,5 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 308,6 7 048 6,41 0,72 34,32 3,23

1,3–1,4 292,5 5 859 19,61 0,7 29,22 3,36

1,4–1,5 36,1 2 948 16,55 0,76 28,92 3,87

1,5–1,6 10,7 5 117 26,10 1,55 31,08 3,40

1,6–1,7 25,6 4 467 35,78 2,28 26,71 2,40

1,7–1,8 139 3 920 37,20 1,23 29,24 2,19

1,8–1,9 12,7 3 078 48,20 1,13 24,05 2,23

>1,9 601,2 457 86,53 0,40 9,30 0,91
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12,5–10 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ siarki

[%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 757,7 7 518 2,04 0,60 35,01 4,06

1,3–1,4 467,7 7 098 4,36 0,84 32,58 3,38

1,4–1,5 159,9 4 782 33,48 1,38 24,88 2,68

1,5–1,6 65,9 4 548 36,95 1,12 19,33 2,31

1,6–1,7 31,3 3 954 44,3 0,96 16,38 1,95

1,7–1,8 43,6 2 858 53,2 0,94 12,87 1,41

1,8–1,9 40,6 1 354 65,9 0,75 11,35 1,32

>1,9 1 150 433 86,59 0,60 9,57 1,03

10–8 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ siarki

[%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 444,1 7 069 6,42 0,65 32,51 3,75

1,3–1,4 452,6 6 187 16,21 0,86 28,84 3,62

1,4–1,5 83,5 5 804 21,58 1,17 28,01 3,24

1,5–1,6 53,7 5 365 25,8 0,99 28,69 2,95

1,6–1,7 30,8 4 434 32,14 0,98 29,84 2,65

1,7–1,8 18,1 2 821 40,36 0,98 26,65 1,71

1,8–1,9 38 3 053 48,10 0,98 23,30 2,49

>1,9 928,3 1 055 78,46 0,7 11,49 1,19

8–6,3 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 933 6 857 10,70 0,56 30,05 3,27

1,3–1,4 531,6 6 626 12,09 0,67 29,14 3,44

1,4–1,5 79,9 6 106 16,20 1,11 28,60 3,64

1,5–1,6 28,9 5 272 25,05 1,64 27,79 2,96

1,6–1,7 26,4 4 380 34,50 1,50 26,35 2,76

1,7–1,8 28,7 3 732 46,60 1,49 24,75 2,80

1,8–1,9 44 3 135 50,86 2,14 24,15 2,11

>1,9 760,8 1 672 72,24 0,76 12,57 1,25
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6,3–3,15 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 3 575,6 7 431 1,28 0,65 37,04 3,18

1,3–1,4 2 611,4 7 031 4,23 0,67 32,74 3,94

1,4–1,5 341,6 6 144 14,84 1,36 27,91 3,60

1,5–1,6 128,2 5 568 23,1 1,44 26,32 3,21

1,6–1,7 108 4 317 37,01 1,64 24,51 2,55

1,7–1,8 104 3 874 41,57 1,75 25,17 2,31

1,8–2,0 88,2 3 658 42,63 1,81 24,89 2,19

>1,9 2 496,8 3 445 43,33 1,95 24,33 2,08

3,15–1 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 4 187,8 7 367 1,25 0,63 36,02 4,15

1,3–1,4 2 864 7 021 3,35 0,66 32,14 4,33

1,4–1,5 310 5 939 18,78 1,33 27,54 2,55

1,5–1,6 102,3 5 547 23,83 1,66 26,87 2,80

1,6–1,7 111,9 4 911 30,54 1,91 25,98 2,65

1,7–1,8 91,3 4 177 39,94 1,93 25,17 2,35

1,8–1,9 80,9 3 462 47,43 1,74 24,00 2,29

>1,9 1 051,8 762 82,20 1,72 13,05 1,14

1–0,5 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 1 583,9 7 320 1,41 0,62 35,88 4,39

1,3–1,4 1 325,7 7 139 3,10 0,64 31,19 5,41

1,4–1,5 116,4 6 325 12,85 0,99 27,63 3,54

1,5–1,6 30,1 5 525 22,69 1,43 25,99 3,20

1,6–1,7 12,1 5 208 26,34 1,5 25,52 3,45

1,7–1,8 101,8 4 964 30,24 1,51 24,74 2,89

1,8–1,9 30,8 3 412 47,20 1,57 21,12 2,51

>1,9 845,5 654 82,20 2,25 16,07 1,13
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ZA.2. Dane dla wêgla typu 34.2

20–16 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 236,3 8 329 2 0,32 29,16 1,2

1,3–1,4 46 7 898 6,05 1,01 25,47 1,35

1,4–1,5 12,6 6 582 15,9 0,3 26,01 1,11

1,5–1,6 2,7 4 985 33,04 0,49 ma³o 1,24

1,6–1,7 2,5 4 804 25,2 0,07 ma³o ma³o

1,7–1,8 bd 0,2

1,8–1,9 76,7 791 79,18 0,16 11,89 1,06

>1,9 bd 0,27

16–14 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 276,6 8 248 1,54 0,31 28,71 1,23

1,3–1,4 131 8 080 3,63 0,33 27,97 0,73

1,4–1,5 20 7 048 13,12 1,57 23,56 1,02

1,5–1,6 2,5 5 653 21,35 1,46 ma³o ma³o

1,6–1,7 11,4 5 093 23 0,6 27,92 0,81

1,7–1,8 8,1 3 943 41,85 0,43 22,15 0,72

1,8–1,9 bd 0,32

>1,9 98,4 6 170 66,2 0,25 9,77 0,58

14–12,5 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 360,5 8 227 2 0,32 28,96 1,04

1,3–1,4 57 7 647 7,67 0,71 24,16 1,87

1,4–1,5 25,5 6 901 15,33 0,83 24,58 1,34

1,5–1,6 12,2 5 798 33,73 0,17 27,85 0,95

1,6–1,7 3,2 4 830 34,3 0,34 ma³o ma³o

1,7–1,8 15 4 152 36,15 0,34 27,93 0,37

1,8–1,9 3,6 4 415 27 0,05 31,75 1,01

>1,9 68,9 693 79,33 0,91 12,08 0,52
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12,5–10 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 620,9 8 367 1,4 0,31 29,94 1,02

1,3–1,4 102 7 889 5,5 0,45 25,78 0,93

1,4–1,5 24,4 6 766 14,7 0,52 25,71 1,11

1 1,5–1,6 21,2 5 960 24,1 0,51 26,07 1,11

1,6–1,7 11,6 4 742 33,9 0,35 25,36 1,11

1,7–1,8 4,3 4 359 36 0,28 31,64 1,26

1,8–1,9 bd 0,21

>1,9 133 725 80,2 0,16 11,02 0,85

10–8 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ siarki

[%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 655,6 8 338 1,48 0,32 30,06 1,48

1,3–1,4 169,2 7 998 5,69 0,47 25,74 1,18

1,4–1,5 49,9 7 035 24,65 0,67 26,01 1,30

1,5–1,6 18,5 5 994 22,93 0,70 26,08 1,22

1,6–1,7 18,9 5 117 28,82 0,84 26,89 1,06

1,7–1,8 14,9 4 418 35,31 0,58 26,49 0,93

1,8–2,0 2,2 3 646 47,53 0,25 ma³o ma³o

>2,0 136,1 627 81,97 0,16 11,23 0,91

8–6,3 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ siarki

[%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 601,5 8 323 1,42 0,31 30,58 1,15

1,3–1,4 174,6 7 958 4,73 0,45 26,37 1,1

1,4–1,5 37,2 6 808 15,03 0,53 26,32 1,09

1,5–1,6 21 5 838 21,63 0,7 27,21 1,1

1,6–1,7 12,9 5 008 31,06 0,9 25,96 1,01

1,7–1,8 12,8 4 398 37,59 0,82 24,95 0,95

1,8–1,9 0,8 ma³o ma³o 0,71 ma³o ma³o

>1,9 110 591 81,34 0,19 10,5 0,8



bd – brak danych (brak próby), przed rozdzia³em w cieczach ciê¿kich kwartowano.

Ma³o – za ma³o materia³u do wykonania próby
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6,3–3,15 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 1817,9 8 355 1,13 0,31 31,03 1,11

1,3–1,4 503,6 7 975 4,92 0,42 26,41 0,93

1,4–1,5 69,5 6 775 16,21 0,69 25,52 0,83

1,5–1,6 46,7 5 887 24,53 0,79 25,01 0,92

1,6–1,7 30,6 5 001 31,01 0,67 26 0,92

1,7–1,8 21,4 4 402 25,34 0,68 25,34 1,31

1,8–1,9 3,6 4 428 36,86 1,11 26,41 0,92

>1,9 248,2 731 79,9 0,43 12,19 0,75

3,15–1 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ siarki

[%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 1 803 8 345 1,1 0,31 31,87 0,85

1,3–1,4 794 8 032 3,7 0,38 26,52 0,88

1,4–1,5 83,3 6 972 14,7 0,6 25,66 0,64

1,5–1,6 40,6 5 971 24,2 0,84 24,3 0,8

1,6–1,7 25 5 093 31,6 0,42 25,48 0,42

1,7–1,8 20,8 4 571 37 0,86 22,08 0,56

1,8–1,9 6,7 4 228 40,2 0,96 24,77 0,63

>1,9 213,7 887 79,3 0,89 13,75 0,55

1–0,5 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 541 8 363 0,79 0,31 31,26 0,64

1,3–1,4 426 8 363 0,79 0,31 31,26 0,64

1,4–1,5 26,5 7 092 13,72 0,57 23,64 0,82

1,5–1,6 12,8 6 177 23,25 0,73 24,16 0,62

1,6–1,7 7,9 5 243 30,74 0,85 25,15 0,52

1,7–1,8 6,7 4 500 38 1 23,95 0,81

1,8–1,9 1,5 4 145 40,67 1,28 ma³o ma³o

>1,9 77,3 1 025 75,59 1,81 22,65 0,52
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ZA.3. Dane dla wêgla typu 35

20–16 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 463,4 8 356 2,27 0,30 20,75 1,43

1,3–1,4 164,5 7 690 9,90 0,33 20,00 1,15

1,4–1,5 109,2 6 620 18,15 0,52 20,66 1,25

1,5–1,6 48,7 5 852 26,50 1,17 17,30 1,44

1,6–1,7 78,1 5 056 35,70 0,58 19,65 1,43

1,7–1,8 79,9 3 678 46,17 1,36 15,37 1,54

1,8–1,9 44,8 3 011 56,90 1,15 13,55 1,65

>1,9 1 110,4 650 82,62 0,11 10,52 1,23

16–14 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ siarki

[%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 277,4 8 212 2,62 0,29 20,18 1,34

01,3–1,4 122,7 7 615 9,15 0,41 19,23 1,20

1,4–1,5 56,3 6 487 20,13 0,62 17,97 1,26

1,5–1,6 21,0 5 989 25,02 0,46 18,87 1,25

1,6–1,7 54,8 4 936 36,36 0,81 16,14 1,39

1,7–1,8 39,8 4 159 43,43 0,72 19,35 1,42

1,8–1,9 53,6 3 912 52,40 0,64 16,65 1,53

>1,9 648,3 600 82,02 0,18 10,79 1,24

14–12,5 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 268,7 8 327 2,38 0,28 20,28 1,45

1,3–1,4 89,3 7 610 8,97 0,36 20,10 1,21

1,4–1,5 39,8 6 567 19,61 0,56 18,83 1,28

1,5–1,6 22,0 5 031 35,68 0,39 16,22 1,32

1,6–1,7 25,7 4 988 34,62 1,26 19,42 1,47

1,7–1,8 29,0 4 589 40,60 0,38 18,86 1,61

1,8–1,9 28,1 3 286 52,24 1,14 17,95 1,51

>1,9 589,5 702 80,57 0,20 10,84 1,37



125

12,5–10 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 557,9 8 164 4,2 0,39 20,39 1,30

1,3–1,4 225,9 7 658 9,25 0,39 19,35 1,21

1,4–1,5 85,1 6 529 20,57 0,38 18,81 1,32

1,5–1,6 39,8 5 626 28,56 0,37 18,95 1,39

1,6–1,7 67,4 4 852 36,44 0,74 17,42 1,31

1,7–1,8 52,5 3 958 45,46 0,65 17,25 1,47

1,8–1,9 43,4 3 985 52,22 0,77 15,67 1,64

>1,9 796,6 863 78,79 0,29 10,62 1,27

10–8 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ siarki

[%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 847,3 8 294 2,32 0,31 20,19 1,36

1,3–1,4 196,4 7 608 9,18 0,40 19,54 1,11

1,4–1,5 100,2 6 576 18,73 0,56 19,46 1,20

1,5–1,6 187,8 5 838 27,12 0,57 17,45 1,38

1,6–1,7 62,9 4 998 35,35 0,63 17,07 1,40

1,7–1,8 51,8 3 997 45,14 0,88 17,13 1,51

1,8–1,9 45,9 4 092 51,41 1,20 15,86 1,57

>1,9 882,5 797 79,78 0,31 13,64 1,47

8–6,3 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 389,9 8 146 3,88 0,39 20,53 1,32

1,3–1,4 131,2 7 813 7,98 0,51 19,69 1,10

1,4–1,5 68,3 6 682 19,72 0,56 18,70 1,10

1,5–1,6 43,6 5 595 29,19 0,68 18,20 1,14

1,6–1,7 30,4 4 526 38,91 0,82 18,24 1,09

1,7–1,8 27,1 3 980 44,58 0,81 17,21 1,32

1,8–1,9 25,9 3 425 49,87 0,56 16,10 1,47

>1,9 528,1 903 78,62 0,33 10,60 1,35
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6,3–3,15 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 2 081,1 8 316 2,49 0,40 21,25 1,30

1,3–1,4 745,2 7 772 8,30 0,5 19,28 1,19

1,4–1,5 294,4 6 647 18,98 0,59 18,62 1,14

1,5–1,6 153,7 5 795 27,90 0,61 17,82 1,29

1,6–1,7 136,3 4 985 34,64 0,62 17,24 1,5

1,7–1,8 92,4 4 245 41,20 0,68 16,75 1,46

1,8–1,9 95,9 3 584 48,57 0,79 15,48 1,65

>1,9 1 898,5 964 77,16 0,39 10,86 1,45

3,15–1 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 3 476,2 8 297 2,22 0,38 21,94 1,07

1,3–1,4 791,1 7 781 7,84 0,46 19,56 0,85

1,4–1,5 264,7 6 836 17,61 0,51 18,65 0,97

1,5–1,6 119,2 5 830 27,7 0,62 18,22 0,93

1,6–1,7 117,0 5 029 35,57 0,66 17,40 1,05

1,7–1,8 92,1 4 222 43,45 0,76 16,99 1,08

1,8–1,9 72,9 3 516 50,64 0,74 16,12 1,16

>1,9 1 422,2 630 81,31 0,35 11,53 1,05

1–0,5 [mm]

Gêstoœæ

[g/cm3]
Masa

Ciep³o spalania

[cal]

Zawartoœæ

popio³u [%]

Zawartoœæ

siarki [%]

Czêœci lotne

Va

Wilgoæ analit.

Wa

<1,3 2 563,4 8 383 1,84 0,39 22,18 1,02

1,3–1,4 355,9 7 872 7,07 0,46 19,46 1,09

1,4–1,5 115,9 6 848 17,44 0,56 18,46 1,03

1,5–1,6 48,0 5 983 25,96 0,56 17,50 1,04

1,6–1,7 39,0 5 176 33,76 0,69 17,13 1,1

1,7–1,8 40,2 4 757 38,64 0,75 16,90 1,18

1,8–1,9 22,4 3 827 47,17 0,77 16,23 1,13

>1,9 609,2 959 77,49 0,37 12,64 1,06
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Wielowymiarowe charakterystyki zmiennych losowych
w opisie materia³ów uziarnionych i procesów ich rozdzia³u

Streszczenie

W monografii omówiono metody wielowymiarowej analizy statystycznej i przedsta-

wiono ich zastosowania w szeroko rozumianej przeróbce surowców mineralnych. Ukazano

jak wa¿na w procesie analizy statystycznej jest pe³na informacja na temat badanego ma-

teria³u, zawieraj¹ca jego istotne charakterystyki. Tylko pe³en opis materia³u uziarnionego

daje mo¿liwoœæ pe³nej oceny jego jakoœci, a tym samym mo¿e byæ wiarygodn¹ podstaw¹

jego przyporz¹dkowania do okreœlonej grupy materia³ów.

Monografia z³o¿ona jest, oprócz wprowadzenia i zakoñczenia, z trzech rozdzia³ów g³ów-

nych. W rozdziale drugim przedstawiono teoretyczne za³o¿enia dotycz¹ce ró¿nych typów

modeli probabilistycznych, które mo¿na stosowaæ w przeróbce surowców mineralnych.

Przedstawiono mo¿liwoœci aproksymacji krzywych, jak równie¿ powierzchni wzbogacal-

noœci i wzbogacania, przy zastosowaniu m. in. technik Morgensterna, jak równie¿ za³o¿enia

teoretyczne dotycz¹ce metody krigingu – metody stosowanej g³ównie w tzw. geostatystyce.

Przedstawiono równie¿ zasady stosowalnoœci tzw. nieklasycznych metod statystycznych

do analizy, zarówno jedno- jak i wielowymiarowej, charakterystyk materia³ów uziarnio-

nych, wœród których wymieniæ nale¿y metody nieparametryczne, tj. metody j¹drowe, metodê

Fouriera. Omówiono tak¿e rozk³ady warunkowe, wliczaj¹c w to zastosowanie tzw. metod

bayesowskich.

W rozdziale trzecim omówiono zastosowanie praktyczne metod omówionych teore-

tycznie w rozdziale drugim. Przedstawiono m. in. aproksymacjê krzywych i powierzchni

wzbogacalnoœci oraz rozk³ady wielowymiarowe charakterystyk materia³u uziarnionego na

przyk³adzie wêgla. W tym celu zastosowano ró¿ne metody statystyczne, w³¹czaj¹c w to

metody bayesowskie oraz aproksymacjê nieparametryczn¹. Ponadto przedstawiono wyko-

rzystanie metody krigingu do interpolacji wartoœci wybranych parametrów opisowych na

przyk³adzie charakterystyk wêgla, stosuj¹c ró¿nego typu funkcje wariogramu. Tego typu

aplikacja metody krigingu jest nieznana w dotychczasowych jej zastosowaniach.

Zastosowana w rozdziale trzecim metodyka pozwoli³a na wyprowadzenie wniosków,

¿e dwuwymiarowa aproksymacja krzywych wzbogacalnoœci Henry’ego mo¿e byæ z powo-

dzeniem stosowana w praktyce. Zastosowanie nieparametrycznych metod statystycznych

(tj. metod j¹drowych i metody Fouriera) w celu aproksymacji rozk³adu zawartoœci popio³u



w wêglu, bêd¹cym mieszanin¹ materia³u pobranego z ró¿nych pok³adów daje bardzo dobre

rezultaty. Na podstawie przeprowadzonych badañ okaza³o siê, ¿e rozk³ad zawartoœci popio³u

w nadawie wêgla nale¿y rozpatrywaæ jako mieszaninê rozk³adów tej cechy w poszcze-

gólnych pok³adach. Stosowanie metod bayesowskich w aproksymacji parametrów rozk³adu

Weibulla, opisuj¹cego sk³ad ziarnowy materia³u, pozwala na dok³adniejsz¹ jego ocenê.

Wydaje siê s³usznym stosowanie tej metody estymacji parametrów rozk³adów przy okreœla-

niu teoretycznych krzywych sk³adu ziarnowego, jak i rozk³adów innych wielkoœci charak-

teryzuj¹cych materia³ uziarniony.

Zaprezentowano równie¿ wielowymiarow¹ analizê materia³u uziarnionego na przy-

k³adzie wêgla, podzielonego na klaso-frakcje. Zaproponowano kilka metod aproksymacji –

tradycyjn¹, opart¹ na iloczynie dystrybuant sk³adu ziarnowego i gêstoœciowego analizo-

wanego materia³u oraz metodê opart¹ na tzw. rozk³adach Morgensterna. Okaza³o siê, ¿e

metoda Morgensterna daje zdecydowanie lepsze efekty i jakoœæ dopasowania ni¿ tradycyjny

iloczyn zmiennych losowych. Oprócz klasycznych aproksymant w analizie wielowymia-

rowej zastosowano tak¿e metody nieparametryczne. Zastosowana metodyka pozwoli³a na

stwierdzenie, ¿e zastosowanie metody Fouriera do estymacji funkcji regresji da³o mo¿liwoœæ

uzyskania postaci analitycznej rozk³adu warunkowego zmiennej losowej opisuj¹cej wiel-

koœæ ziarna przy za³o¿onej wartoœci jego gêstoœci. Znaj¹c rozk³ad gêstoœci ziarna, która

najczêœciej aproksymowana jest za pomoc¹ rozk³adów Weibulla lub rozk³adu logistycznego

mo¿liwe jest utworzenie dwuwymiarowego rozk³adu opisuj¹cego rozmiar i gêstoœæ ziarna.

Metoda krigingu zwyczajnego wraz z jej aplikacj¹ do okreœlania wartoœci ró¿nych cech

materia³u uziarnionego, przy okreœlonych warunkach okaza³a siê byæ bardzo pomocnym

instrumentem. Metoda ta daje mo¿liwoœæ uzyskania bardzo dok³adnej informacji na temat

badanego materia³u w momencie, gdy badacz nie dysponuje pe³nymi wynikami analiz lub

s¹ one niezbyt dok³adne. Dowiedziono, ¿e zastosowanie metod krigingu do zagadnieñ

zwi¹zanych z przeróbk¹ surowców mineralnych pozwala na lepsz¹ aproksymacjê zale¿noœci

miêdzy w³aœciwoœciami badanego materia³u. Metoda ta pozwala równie¿ na utworzenie

wiêkszej liczby danych pomiarowych, które mog¹ pozwoliæ na podzia³ badanego materia³u

na wê¿sze frakcje, a wiêc na bardziej precyzyjne modelowanie ró¿nego rodzaju krzywych

i powierzchni stosowanych w przeróbce surowców mineralnych.

Rozdzia³ czwarty poœwiêcony jest wizualizacji wielowymiarowych danych. Zaprezen-

towano i omówiono zasady metody tuneli obserwacyjnych, któr¹ nastêpnie zastosowano dla

danych dotycz¹cych trzech typów wêgli. Na podstawie tej metody stwierdzono, ¿e dok³adna

charakterystyka materia³u uziarnionego umo¿liwia identyfikacjê Ÿród³a jego pochodzenia

i daje szansê na wyodrêbnienie ró¿nic pomiêdzy materia³ami, które nie s¹ widoczne przy

zastosowaniu tradycyjnych metod. Metody te s¹ nowatorskie, a ich zastosowanie w prze-

róbce surowców mineralnych do tej pory nieznane.

Ca³oœæ pracy zakoñczono podsumowaniem, które eksponuje g³ówne wnioski p³yn¹ce

z pracy i odnosi siê do ka¿dej z metod, zastosowanej w niniejszym opracowaniu.
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Multidimensional characteristics of random variables
in description of grained materials and their separation processes

Abstract

The methods of multidimensional statistical analysis were discussed in the monograph

and their applications in widely understood mineral processing were presented. It was shown

how important during statistical analysis is to have full information about the researched

material which carries its significant characteristics. Only the full description of the grained

material gives the possibility of complete evaluation of its quality and can be treated as

trustworthy basis to qualify it to certain group of materials.

Apart from introduction and ending, the monograph contains three main parts. Chapter

two presents theoretical assumptions concerning various types of probabilistic models

which can be apply in mineral processing. The possibilities of approximation of curves and

surfaces of beneficiation were presented, inter alia by means of Morgenstern techniques.

The theoretical assumptions concerning the method of ordinary kriging were discussed too –

the method which is mainly used in so-called geostatistics.

Furthermore, the rules of application of so-called nonparametric statistical methods

to analyze both one- and multidimensional characteristics of grained materials were pre-

sented, including such methods as kernel ones and orthogonal Fourier series method. Also,

the conditional distribution functions were discussed, taking into consideration so-called

Bayesian methods.

Chapter three presents the practical applications of methods discussed theoretically in

chapter two. The approximation of beneficiation curves and surfaces on the basis of coal

were presented. To this purpose various statistical methods were applied, including Bayesian

methods and nonparametric approximation. Moreover, the application of kriging method to

interpolate the values of chosen parameters on the basis of coal characteristics was presented

using various types of variogram functions. Such type of application of kriging method is

unknown in previous ones.

The methodology applied in chapter three allowed to conclude that two-dimensional

approximation of Henry’s beneficiation curve can be applied successfully in practice. The

application of nonparametric statistical methods (kernel methods and Fourier series method)

to approximate the distribution of ash contents in coal being the mixture of materials

collected from various layers gave very good results. On the basis of conducted research



it occurred that the ash contents distribution function in coal feed should be considered as the

mixture of distribution functions of this purpose for individual layers. The application of

Bayesian methods in approximation of Weibull distribution function parameters describing

particle size distribution of the material allows to evaluate it more precisely. It is worthy then

to consider the application of this method of estimation of distribution functions parameters

by determining the theoretical particle size distribution curves, as well other features

describing grained materials.

Moreover, the multidimensional analysis of grained material was presented on the

example of coal divided into size and density fractions. Several methods of approximation

were proposed – traditional one based on the product of particle size and particle density

distribution functions and the method based on so-called Morgenstern distribution functions.

It occurred that the Morgenstern method gave significantly better effects and quality of

fitting to empirical data than the traditional product of two random variables. Apart from

classical approximations in multidimensional analysis also the nonparametric ones were

used. The applied methodology allowed to conclude that the application of Fourier series

method to estimate regressive function gave the possibility to obtain analytical form of

conditional distribution function of random variable describing particle size by assumed

value of its density. Knowing about the particle density distribution which usually is

approximated by Weibull or logistic functions it is possible to create the two-dimensional

distribution describing particle size and its density.

The ordinary kriging method with its application to determine the values of various

features of grained material in certain conditions turned out to be very useful tool. This

method gives the possibility of obtaining very detailed information of researched material

when the researcher do not have full results of analysis or they are not too precise. It was

proved that the application of kriging method to issues connected with mineral processing

allows to get better approximation of relations between characteristics of researched

material. This method allows also to create more measuring data which can be the source of

dividing the material into narrower fractions. This is the chance to obtain more precise

models of various types of curves and surfaces being applied in mineral processing.

Chapter four presents the methods of visualization of multidimensional data. The method

of observational tunnels was presented and discussed in the monograph which then was

applied to visualize 7-dimensional data concerning three types of coal. On the basis of this

method it was stated that the precise characteristics of grained material allows identification

of its origin and gives the opportunity of determining differences between individual

materials which are not easily visible by using traditional methods. These methods are

modern and its applications in mineral processing is still unknown.

The whole monograph was ended with general conclusions connected with all methods

applied in the book.
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164 Praca  zbiorowa  pod  redakcj¹  R. Ta r k o w s k i e g o :

Potencjalne struktury geologiczne do sk³adowania CO2 w utworach mezozoiku Ni¿u Polskiego

(charakterystyka  oraz  ranking)

165 W. S u w a ³ a ,  J. K a m i ñ s k i ,  P. K a s z y ñ s k i ,  M. K u d e ³ k o :

The  primary  energy  tendencies  in  Poland

166 L. L a n k o f :

Analiza odkszta³calnoœci i utraty masy zubrów brunatnych w aspekcie sk³adowania odpadów

promieniotwórczych  w  œrodkowopolskich  wysadach  solnych

167 P. S a ³ u g a :

Elastycznoœæ  decyzyjna  w  procesach  wyceny  projektów  geologiczno-górniczych

168 J. Œ l i z o w s k i ,  K. U r b a ñ c z y k ,  D. W i e w i ó r k a ,  M. K o w a l s k i ,  K. S e r b i n :

Statecznoœæ wyrobisk w pok³adach ewaporatów LGOM w aspekcie budowy podziemnego

laboratorium  badawczego

169 J. K u l c z y c k a :

Ekoefektywnoœæ projektów inwestycyjnych z wykorzystaniem koncepcji cyklu ¿ycia produktu

170 W.M. B a j d u r :

Eko-polielektrolity  syntetyczne  redukuj¹ce  ³adunki  zanieczyszczeñ

w  œciekach  i  wodach  przemys³owych

171 H. W i r t h :

Wieloczynnikowa wycena z³ó¿ i ich zasobów na przyk³adzie przemys³u metali nie¿elaznych

172 B. R a j p o l t ,  B. To m a s z e w s k a :

Zanieczyszczenie œrodowiska gruntowo-wodnego fluorem na przyk³adzie Huty Aluminium

w  Skawinie

173 M. K u d e ³ k o ,  W. S u w a ³ a ,  J. K a m i ñ s k i , P. K a s z y ñ s k i :

Modelowanie rynków energii dla ró¿nych systemów dystrybucji uprawnieñ do emisji dwutlenku

wêgla

174 T. O l k u s k i :

Analiza produkcji wêgla kamiennego i jego wykorzystanie w wytwarzaniu energii elektrycznej

w  Polsce

175 J. K a m i ñ s k i :

Si³a  rynkowa  w  krajowym  sektorze  wytwarzania  energii  elektrycznej

176 Praca  zbiorowa  pod  redakcj¹  A. U l i a s z -B o c h e ñ c z y k :

Zaczyny  cementowe  w  technologiach  wiertniczych  geologicznego  sk³adowania  CO2

177 Praca  zbiorowa  pod  redakcj¹  E. L e w i c k i e j :

Innowacyjne technologie pozyskiwania najwa¿niejszych surowców ceramicznych i szklarskich

178 M. K u d e ³ k o ,  W. S u w a ³ a ,  J. K a m i ñ s k i ,  P. K a s z y ñ s k i:

Handel  uprawnieniami  do  emisji  dwutlenku  wêgla  w  Unii  Europejskiej

179 K. S t a l a -S z l u g a j :

Polish  imports  of  steam  coal  from  the  East  (CIS)  in  the  year  1990–2011

180 Z. G r u d z i ñ s k i :

Metody oceny konkurencyjnoœci krajowego wêgla kamiennego do produkcji energii elektrycznej

181 D. F o s z c z :

Zasady  okreœlania  optymalnych  rezultatów  wzbogacania  wielosk³adnikowych  rud  miedzi



WSKAZÓWKI  DLA  AUTORÓW DOTYCZ¥CE  OPRACOWANIA  I  PRZYGOTOWANIA

DO  DRUKU  PUBLIKACJI  W  DZIALE  WYDAWNICZYM:  STUDIA,  ROZPRAWY,  MONOGRAFIE

1. Treœæ merytoryczna publikacji i sposób ich ujêcia powinny odpowiadaæ poziomowi dzia³u i powinny odnosiæ

siê  do  tytu³u  dzia³u:  Studia,  Rozprawy,  Monografie.

2. Uk³ad publikacji powinien byæ przejrzysty, zwarty, a jego treœæ podzielona na rozdzia³y tworz¹ce zamkniêt¹

ca³oœæ. Objêtoœæ publikacji nie powinna byæ mniejsza od 5 arkuszy wydawniczych i nie powinna przekraczaæ

10  arkuszy  wydawniczych  (ok.  120  stron).

3. Ka¿da publikacja powinna zawieraæ streszczenie w jêzyku angielskim w objêtoœci 1,5–2 strony maszynopisu.

Tabele  i  rysunki  zawarte  w  publikacji  powinny  równie¿  zawieraæ  podpisy  w  jêzyku  angielskim.

WSKAZÓWKI  DLA  AUTORÓW  DOTYCZ¥CE  PRZYGOTOWANIA  TEKSTU  NA  DYSKIETCE

Wskazówki techniczne (przygotowanie elektronicznej wersji artyku³u)

Kompletny materia³ do druku powinien zawieraæ (wersja elektroniczna):

— tekst zasadniczy,

— tytu³ w jêzyku polskim i angielskim,

— tytu³y naukowe Autorów, miejsca pracy oraz adres e-mail do korespondencji,

— tabele i rysunki,

— podpisy pod tabele i rysunki w jêzyku polskim oraz angielskim,

— streszczenia i s³owa kluczowe w obu jêzykach,

— podziêkowania, jeœli wystêpuj¹,

— oœwiadczenie o Ÿród³ach finansowania (jeœli inne ni¿ domyœlne).

Autorzy spoza Polski, zg³aszaj¹cy artyku³ do druku w jêzyku angielskim nie musz¹ przedstawiaæ polskiej

wersji jêzykowej – zostanie ona uzupe³niona w Redakcji.

Dostarczenie elektronicznej wersji artyku³u jest obowi¹zkowe.

Tekst powinien byæ zapisany w programie WORD FOR WINDOWS.

Zaleca siê zastosowanie czcionki Times Roman 12 lub Arial 12.

Ca³kowita objêtoœæ artyku³u nie powinna przekraczaæ 15 stron.

W trakcie wpisywania tekstu prosimy o przestrzeganie nastêpuj¹cych zasad:

— nie dzieliæ rêcznie wyrazów,

— nie justowaæ poszczególnych linii akapitu za pomoc¹ klawisza spacji,

— nie spacjowaæ wyrazów (np. t y t u ³),

— nie podkreœlaæ wyrazów, zdañ (np. podkreœlony).

Streszczenia w obu jêzykach powinny zawieraæ co najmniej 1900 znaków ze spacjami i powinny

odzwierciedlaæ merytoryczn¹ zawartoœæ artyku³u.

Tytu³y i podtytu³y nale¿y oddzieliæ od tekstu odstêpem górnym i dolnym. Przy podziale tekstu na rozdzia³y

i podrozdzia³y nale¿y stosowaæ numeracjê cyfrow¹ wielorzêdow¹:

— rozdzia³y – 1, 2, ...

— podrozdzia³y pierwszego stopnia – 1.1, 1.2, ..., 2.1, 2.2, ...

— podrozdzia³y drugiego stopnia – 1.1.1, 1.1.2, ..., 1.2.1, 1.2.2, ...

— podrozdzia³y trzeciego stopnia i ewentualnie inne tytu³y pozostawia siê zazwyczaj nienumerowane.

Tabele i rysunki nale¿y umieœciæ w tekœcie po powo³aniach. Zaleca siê numerowaæ je od 1 do n w obrêbie

ca³ej publikacji.

Rysunki prosimy dostarczaæ równie¿ w wersji elektronicznej w osobnych plikach w formatach

obs³ugiwanych przez program Corel DRAW 11 (np. *.CDR, *.CGM, *.TIF, *.JPG, *.PCX, *.IMG, *.XLS).

Wzory matematyczne numeruje siê podaj¹c numer ujêty w nawiasy okr¹g³e na prawym marginesie (jeœli

jest ich ma³o, nie wymagaj¹ numeracji). Wszelkie symbole we wzorach i powo³aniach na nie w tekœcie prosimy

pisaæ pismem pochy³ym. Wa¿ne jest, by 0 (zero) wpisane by³o przez klawisz cyfrowy, w celu odró¿nienia go od

litery O(o).



Powo³ania na cytowan¹ literaturê w tekœcie artyku³u s¹ obowi¹zkowe. W powo³aniach na literaturê podajemy

w nawiasie okr¹g³ym nazwisko autora i rok wydania, np. (Rysiowa 1969) – jeden autor; (Nowakowski, Kapinos

1992) – dwóch autorów; (Kluz i in. 1972) – wiêcej ni¿ dwóch autorów.

W przypadku prac zbiorowych posiadaj¹cych redaktorów w nawiasie okr¹g³ym podajemy nazwisko redaktora

z adnotacj¹ red. i rok wydania, np. (Zdun, red. 2004) – jeden redaktor; (Nowak, Kopa, red. 2003) – dwóch

redaktorów; (Krus i in., red. 2000) – wiêcej ni¿ dwóch redaktorów.

W przypadku prac zbiorowych nie posiadaj¹cych redaktorów w nawiasie okr¹g³ym podajemy pocz¹tek tytu³u

i rok wydania, np. (Poradnik... 1971).

Literatura powinna byæ umieszczona na koñcu pracy z oznaczeniem „LITERATURA”. Autor sporz¹dza

jeden wykaz literatury dla ca³ej pracy, w której znajduj¹ siê tylko te pozycje, na które powo³ano siê w tekœcie

artyku³u. Kolejnoœæ pozycji cytowanej literatury powinna byæ alfabetyczna (wg tekstów powo³añ).

Prawid³owy zapis bibliograficzny powinien zawieraæ:

— Ksi¹¿ki jednego lub dwóch autorów:

Nazwisko i inicja³y imion autora, rok wydania: Tytu³. Oznaczenie kolejnoœci wydania (Wyd. 1, 2, ...).

Miejsce wyd., nazwa wydawcy, np.:

Rysiowa H., 1969 – Wstêp do matematyki wspó³czesnej. Wyd. 2. Warszawa, PWN.

Rysiowa H., Nowakowski J., 1969 – Wstêp do matematyki wspó³czesnej. Wyd. 2. Warszawa, PWN.

— Ksi¹¿ki kilku autorów (powy¿ej dwóch):

Powo³anie plus prawid³owy zapis bibliografii:

Rysiowa i in. 1969 – Rysiowa H., Nowakowski J., Kapinos J., 1969 – Wstêp do matematyki wspó³czesnej.

Wyd. 2. Warszawa, PWN.

— Artyku³y z czasopism i innych wydawnictw ci¹g³ych (jeden lub dwóch autorów):

Nazwisko i inicja³y imion autora, rok wydania: Tytu³ artyku³u. Pe³ny tytu³ czasopisma (nie skrót), numer

rocznika (tomu), numer zeszytu, strony, np.:

Nowakowski J., Kapinos J., 1992 – Przemys³ aluminiowy – stan obecny i tendencje zmian. Gospodarka

Surowcami Mineralnymi t. 23, z. 1, s. 17–28.

— Artyku³y z czasopism i innych wydawnictw ci¹g³ych (powy¿ej dwóch autorów):

Powo³anie plus prawid³owy zapis bibliograficzny:

Rysiowa i in. 1992 – Rysiowa H., Nowakowski J., Kapinos J., 1992 – Przemys³ aluminiowy – stan obecny

i tendencje zmian. Gospodarka Surowcami Mineralnymi t. 23, z. 1, s. 17–28.

— Prace zbiorowe (pod redakcj¹ jednego lub dwóch redaktorów):

Nazwisko i inicja³y imion redaktora naukowego (z zaznaczonym skrótem red.), rok wydania: Tytu³.

Oznaczenie kolejnoœci wydania. Numer tomu (czêœci, je¿eli jest). Wydawca, miejsce wydania, liczba

stron, np.:

Paszowski B., red., 1971 – Poradnik in¿yniera. Elektronika. Wyd. 2, t. 1. WNT, Warszawa, s. 256.

Pasikowski T, Gdowski A., red., 1994 – Zarys krystalografii. Wyd. 1, Wydawnictwo Praca i P³aca,

Wroc³aw, s. 145.

— Prace zbiorowe (pod redakcj¹ wiêcej ni¿ dwóch redaktorów):

Powo³anie plus prawid³owy zapis bibliografii:

Jackowski i in., red. 2007 – Jackowski T., Kryza O., Pasikow R., red., 2007 – Analiza gospodarki wodnej.

Wyd. 1, WNT, Warszawa, s. 55.

Prace  zbiorowe  nie  posiadaj¹ce  redaktorów:

Powo³anie plus pe³ny zapis bibliografii: Tytu³. Oznaczenie kolejnoœci wydania, Numer tomu (jeœli bibliografia

wielotomowa).  Wydawca,  miejsce  wydania,    strony  lub  liczba  stron,  specyficzne  oznaczenia,  np.

Decyzja... 2003 – Decyzja nr 1230/2003/WE Parlamentu Europejskiego i Rady z dnia 26 czerwca 2003 r.

przyjmuj¹ca wieloletni program dzia³ania w dziedzinie energii: Inteligentna Energia – Europa (2003–2006).

Dziennik  Urzêdowy  L 176,  15/07/2003  s.  0029–0036;  32003D1230.

Program… 2007 – Program rozwoju elektroenergetyki w latach 2007–2010. Ministerstwo Gospodarki, Warszawa,

s.  68.
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