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1. Wprowadzenie

1.1. Uwagi o formalizacji opisu proceséw materialéw uziarnionych w przerébce
surowcéw mineralnych

Przerébka surowcéw mineralnych (mineralurgia) jest dziedzina nauk empirycznych,
zajmujaca si¢ zagadnieniami zwigzanymi z procesami przetworczymi tychze surowcoéw
(wedhug okreslonych kryteriow) w celu nadania im okre§lonych wlasciwosci. Praktycznie
wszystkie procesy przerobcze sprowadzaja si¢ do rozdziatu materialéw uziarnionych (pod
wplywem okreslonych sit rozdzielajacych) na dwa lub wigcej produktow, ktore roznia sig od
materialu wyjsciowego ilosciowo lub jakosciowo pod wzgledem przynajmniej jednej cechy
(np. wielko$ci ziarna, ggstosci, wlasciwo$ci magnetycznych, elektrycznych itd.).

Do opisu proceséw przerdbezych i wlasciwosci materiatow uziarnionych stosuje si¢
osiagnigcia (jgzyk, prawa) wielu nauk podstawowych, takich jak:

— fizyka—do badan i opisu wigkszosci procesow przerobczych (rozdrabnianie, fizyczne

metody wzbogacania, klasyfikacja itp.);

— chemia — dla procesow flotacji i metod chemicznego wzbogacania;

— biologia — dla biologicznych metod wzbogacania;

— geologia i mineralogia — do charakterystyki mineratéw i skal;

— matematyka — dla wszystkich procesow do opisu zarowno wilasciwosci materiatow

uziarnionych, jak i praw rozdziatu.

Jak z tego wynika, w badaniach przerobki surowcoOw mineralnych — zar6wno teore-
tycznych, jak i empirycznych — stosuje si¢ jezyk oraz prawa nauk podstawowych. Nie
znaczy to jednak, ze dziedzina nauki zwiazana z przerobka nie zawiera poje¢ oraz praw
i metod badawczych zwiazanych wytacznie z nia i bedacych tym samym czgscia gtowna
wiedzy na temat stosowanej metodologii w tej dziedzinie nauki (np. wychdd, uzysk,
zawartos¢ sktadnikow, miary efektywnosci procesow, krzywe wzbogacalnosci, czy krzy-
we rozdziatu).

Jak kazda teoria empiryczna, przerdbka surowcéw mineralnych ulega przeobrazeniom
wraz z uptywem czasu. Problemy przerébcze towarzyszyly cztowiekowi juz w erze kamienia
lupanego (ociosywanie i sortowanie krzemieni). Na przelomie XIV i XV wieku istniaty
urzadzenia separujace. Agrikola (1494—1555) przedstawit na jednej z rycin separator stru-
mieniowy (Drzymata 2001). Natomiast pierwsze opisy procesu wzbogacania ziaren w pul-
sujacym strumieniu wody pochodza z 1556 roku (Marx i in. 1999).



Zapoczatek rozwoju teorii procesdw przerdbczych uznaje si¢ prace Rittingera (Rittinger
1867). Jednak znaczny jej rozwoj nastapit w ciagu ostatniego stulecia, a zwlaszcza w drugiej
jego potowie. Postep wiedzy z zakresu tej teorii jest dokumentowany szeroka literatura. Do
podstawowych prac zaliczyé mozna prace Henry’ego, Terry (1939), Trompa (1937), Gy
(1972), Grumbrechta (1952), Heidenreicha (1962), Tichonowa (1984), Lyncha (1977),
Mayera (1964; 1967), a takze: Budryk 1947, 1948; Bodziony 1960, 1965; Kraj 1967a, b;
Pudto, Szczepanska 1976; Sztaba 1956, 1987; Nawrocki 1976; Tumidajski 1992, 1993,
1996; Tumidajski, Siwiec 1984; Tumidajski, Wieniewski 1988.

Burzliwy rozwdj i szerokie zastosowanie przerobki surowcdéw mineralnych spowo-
dowaly, ze stala si¢ ona obszerna dziedzina nauki, co spowodowato liczne proby uogoélnien
opisu i usystematyzowania tej teorii (Drzymata 2001).

Rézne podejscia do metodologii opisu doprowadzily, migdzy innymi, do wyksztat-
cenia si¢ odrgbnych jezykow. Innym czynnikiem, ktéory miat wplyw na réznicowanie
terminologii jest fakt, ze istnieja trzy podejscia do podziatu rodzajéow procesOw przerdb-
czych.

W niektorych pracach wyraznie dzieli si¢ je na:

— Klasyfikacj¢ — podziat na frakcje o okreslonych wtasciwosciach, np. wielkos¢ ziarna,

g¢stosc itp.

— Wzbogacanie — rozdziat ziaren na produkty rdézniace si¢ zawartoscia wybranego

sktadnika nadawy, wielko$¢ ziaren (teoretycznie) nie ulega zmianie.

— Procesy podziatu na czgsci sktadowe.

Procesom klasyfikacji i wzbogacania zawsze towarzyszy rozdzial na produkty. Na-
tomiast proces podziatu na czgsci sktadowe moze nie uwzglednia¢ whasciwosci materiatu
(np. pobor probek).

W monografii (Drzymata 2001) podjgto udana probg ujednolicenia teorii procesow
przerobezych. Wszystkie potraktowano jako procesy separacji, a do ich opisu, analizy
i oceny zastosowano tylko trzy parametry: wychod, uzysk, zawarto$¢ oraz cechg materiahu,
wedhug ktorej nastapit podziat.

Elementem tej teorii jest proba zdefiniowania struktury procesoOw separacji za pomoca
podstawowych sktadowych, czyli: opisu, analizy i oceny.

Inna probe logicznej rekonstrukeji tej teorii, sprowadzajaca si¢ w duzym stopniu do
uporzadkowania i ujednolicenia jgzyka opisu proceséw przerdbczych i wlasciwosci
materialéw podlegajacych rozdziatowi na bazie rachunku prawdopodobienstwa i sta-
tystyki matematycznej, przedstawiono w pracy (Tumidajski 1997). Autor przyjal, ze
podstawowymi, charakterystycznymi dla przerobki surowcéw mineralnych sa prob-
lemy opisu wtasciwos$ci materiatow uziarnionych (nadawy i produktéw) oraz praw ich
rozdziatu. Wedtug niego kluczowe réwnanie, opisujace dowolny proces rozdziatu ma
postaé

g(x)= (1—Y)h(x)+Y_[D p(w,x) f(w)dw (I.D)



gdzie: h(x) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa cechy X dla czgéci materiatu nie

podlegajacego rozdziatowi,

g(x) — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa cechy X dla materiatu, ktory sta-
nowit nadawe,

p(w,x) — prawdopodobienstwo przejscia z frakcji (w, w+dw) do produktu (x, x+dx),

fiw)  — funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa okreslajaca sktad materiatu ze
wzgledu na cechg W7,

D — przedzial zmiennosci cechy .

Réwnaniem tym mozna opisaé kazdy proces rozdziatu, zadajac odpowiednia funkcje
p(w,x) oraz przedziat D zmienno$ci cechy .

Reasumujac, przeroébke surowcoéw mineralnych mozna probowaé zaliczy¢ do teorii
empirycznych (Woéjcicki 1974), charakteryzujacych si¢ tym, ze maja one:

— okreslony jezyk teorii,

— zbidr zdan zaakceptowanych jako prawa teorii,

— 0g06t srodkéw dowodowych na gruncie danej teorii,

— wlasciwe dla danej teorii procedury pomiarowe i diagnostyczne;

— zasigg teorii, tj. zbior wszystkich systemow empirycznych, ktére dana teoria opi-

suje.

1.2. Cele i zakres pracy

Prezentowana praca zostala zaplanowana jako kontynuacja i rozwinigcie problemow
formalizacji opisu procesow i materialow wystepujacych w przerdébce surowcoOw mine-
ralnych traktowanej jako teoria empiryczna. Podstawowym punktem wyjscia jest przyjecie,
ze material uziarniony (surowiec mineralny lub jego produkty) jest charakteryzowany
wielowymiarowa zmienna losowa (wektorem losowym) W= [W,, W,, ..., W,]. Przyjgcie
losowosci wlasciwosci materiatow jest dokladnym odzwierciedleniem rzeczywistosci,
a przyjecie wielowymiarowos$ci w opisie pociaga za soba okreslone konsekwencje, bedace
przedmiotem pracy.

Surowce mineralne, ktére podlegaja wzbogacaniu w celu ich lepszego wykorzystania
moga by¢ (charakteryzuja si¢) charakteryzowane wieloma wskaznikami opisujacymi ich,
interesujace przerdbkarza, cechy. Podstawowymi cechami sa wielko$¢ ziaren oraz ich
gestose, ktore decyduja o przebiegu rozdzialu zbioréw ziaren (nadaw) i efektach takiego
rozdziatu. Rozdzial prowadzi si¢ z reguty w celu uzyskania produktéw o zréznicowanych
warto$ciach srednich wybranej cechy, ktéra zwykle charakteryzowana jest zawarto$cia
okreslonego sktadnika surowca wyznaczona na drodze analiz chemicznych. Takie podejscie
do surowca mineralnego prowadzi do potraktowania go jako wielowymiarowego wektora
X=[Xi, ..., X,]. Zasadniczym problemem jest takze wybor poszczegoélnych jednostek
populacji generalnej (pojedyncze ziarno, jednostka objgtosci lub masy), co moze decydowaé



o kierunkach charakteryzowania wielowymiarowych powiazan cech wektora X. Takimi
kierunkami charakteryzowania moga by¢:

— wielowymiarowe rozktady wektora losowego X wraz ze wszystkimi konsekwencjami
metody;

— wieclowymiarowe rownania regresji wraz z analiza macierzy wspolczynnikow kore-
lacji liniowej oraz korelacji czastkowe;j;

— analiza czynnikowa;

— inne metody, w tym wizualizacja metoda tuneli obserwacyjnych, osi rownolegtych
oraz wizualizacja zalezno$ci pomig¢dzy wielowymiarowymi brytami.

Wielowymiarowe rozktady wektora X traktowanego jako wektor losowy, maja juz swoja
bogata literaturg i praktyczne ich zastosowanie, co zostanie szeroko omdéwione w przed-
stawionej monografii. Pozostate metody sa ze soba w pewien sposob powiazane; to zostanie
takze omowione.

Macierze wspdtczynnikow korelacji liniowej 1 wspotczynnikow korelacji czastkowej sa
zwigzane, z reguly, z istniejacymi modelami liniowymi zalezno$ci wystgpujacych migdzy
badanymi zmiennymi wektora X. Wspotczynniki korelacji liniowej sa wyznaczane dla par
zmiennych losowych catkowicie niezaleznie od pozostatych zmiennych. Natomiast przy
wyznaczaniu wspotczynnikow korelacji czastkowej uwzglgdnia sig rolg pozostatych zmien-
nych w rozwazanym roéwnaniu regresji liniowej. W przypadku analizy trzech zmiennych
losowych, z ktorych jedna jest traktowana jako zmienna zalezna, a dwie pozostate jako
niezalezne, sprowadza si¢ to do wyznaczania wspotczynnikow korelacji dla punktow zrzu-
towanych na $ciany uktadu wspotrzednych rownolegle do ptaszczyzny regresji. Pozwala to
wyznaczy¢ hierarchig (sitg¢ wptywu) zaleznosci zmiennych w rozpatrywanym uktadzie. Na
analizie macierzy wspotczynnikow korelacji liniowej oparta jest analiza czynnikowa, ktora
pozwala pogrupowaé wystgpujace zmienne w tzw. czynniki, ktore reprezentuja potaczone
wplywy zmiennych na rezultaty rozpatrywanych procesow, czyli przeprowadzié pewna
klasyfikacj¢ zmiennych.

Mozna wigc stwierdzi¢, ze gldéwnymi celami pracy beda:

— kontynuacja rekonstrukcji i rozbudowy teorii empirycznej, jaka jest przerobka su-
rowcow mineralnych w oparciu o wielowymiarowe charakterystyki materiatow uziar-
nionych oraz szeroko rozumianych procesow ich rozdziatu;

— zademonstrowanie zdolno$ci aplikacyjnych uzytych metod wielowymiarowego opisu
procesow i ich produktow do ich poszerzonej analizy i interpretacji zgodnej z naturg
teorii.

Praca sklada sig, oprocz wprowadzenia i zakonczenia, z trzech rozdziatéw gtownych.

W rozdziale drugim przedstawiono teoretyczne zatozenia dotyczace réznych typdw modeli
probabilistycznych, ktére mozna stosowaé w przerdbce surowcow mineralnych. Przed-
stawiono mozliwos$ci aproksymacji krzywych, jak rowniez powierzchni wzbogacalno$ci
i wzbogacania, przy zastosowaniu m. in. technik Morgensterna, jak réwniez zalozenia
teoretyczne dotyczace metody krigingu — metody stosowanej gtownie w tzw. geostatys-
tyce.



Przedstawiono rowniez zasady stosowalnosci tzw. nieklasycznych metod statystycznych
do analizy, zarowno jedno- jak i wielowymiarowej, charakterystyk materialow uziarnio-
nych, wérod ktorych wymienic nalezy metody nieparametryczne, tj. metody jadrowe, metodg
Fouriera oraz rozktady warunkowe, wliczajac w to zastosowanie tzw. metod bayesowskich.

W rozdziale trzecim oméwiono zastosowanie praktyczne metod zaprezentowanych w roz-
dziale drugim. Przedstawiono m. in. aproksymacj¢ krzywych i powierzchni wzbogacalnosci
oraz rozktady wielowymiarowe charakterystyk materialu uziarnionego na przyktadzie we-
gla. W tym celu zastosowano rézne metody statystyczne, wlaczajac w to metody bayerow-
skie oraz aproksymacj¢ nieparametrycznga. Ponadto przedstawiono wykorzystanie metody
krigingu do interpolacji warto§ci wybranych parametréw opisowych na przyktadzie charak-
terystyk wegla, stosujac réznego typu funkcje wariogramu. Tego typu aplikacja metody
krigingu jest nieznana w dotychczasowych jej zastosowaniach.

Rozdzial czwarty poswigcony jest wizualizacji wielowymiarowych danych. Zaprezen-
towano i omoéwiono zasady metody tuneli obserwacyjnych, ktéra nastgpnie zastosowano dla
danych dotyczacych trzech typéw wegli. Na podstawie tej metody stwierdzono, ze doktadna
charakterystyka materialu uziarnionego umozliwia identyfikacje zrédta jego pochodzenia
i daje szans¢ na wyodrgbnienie réznic pomigdzy materiatami, ktore nie sa widoczne przy
zastosowaniu tradycyjnych metod.

Cato$¢ pracy zakonczono podsumowaniem, ktore zawiera gldowne wnioski ptynace
z pracy i odnosi si¢ do kazdej z metod, zastosowanej w niniejszym opracowaniu.



2. Probabilistyczne modele procesow rozdzialu surowcéw mineralnych

Procesy rozdziatu nie sa do konca poznane, mimo stosunkowo szybkiego rozwoju
dziedziny nauki zajmujacej si¢ nimi. Obecnie nie istnieje takze sposdb cato$ciowego,
jednolitego opisu takich proceséow. Jednym z coraz cze$ciej stosowanych sposobow jest
podejscie probabilistyczne. Uzasadnia je losowa natura materiatéw poddawanych separacji,
jak rowniez losowe zachowanie si¢ ziaren materiatu podczas procesu. Mozna wigc przyjac,
ze zarOwno przebieg procesu rozdziatu, jak i jego wynik zalezy od wplywu wielu losowych
cech (fizycznych, fizykochemicznych, geometrycznych itp.) materialu poddawanego pro-
cesowi, jak rowniez w pewnej mierze od cech urzadzen separujacych i warunkow ich pracy,
czyli od wektora losowego tych cech.

Generalnie, procesy separacji polegaja na rozdziale materialu na produkty rézniace si¢
rozktadami wielu cech charakteryzujacych materiat uziarniony poddawany procesowi. Przy-
ktadowo, w procesach rozdrabniania zmienia si¢ wielko$¢ ziarna (zawartos$¢ sktadnikoéw
i frakcji nie ulega zmianie), natomiast w procesach wzbogacania i klasyfikacji wielkosé
ziarna (teoretycznie) pozostaje taka sama, zmienia si¢ natomiast zawarto$¢ sktadnikow
(wzbogacanie) lub zawartos$¢ kolejnych frakcji (klasyfikacja).

Podstawowym prawem stosowanym przy modelowaniu procesu rozdzialu jest prawo
zachowania masy, wystgpujace w postaci rownania bilansu (wzor 1.1).

2.1. Probabilistyczny model proceséw rozdzialu — powierzchnia rozdziatu
Jezeli o rozdziale decyduje jedna cecha W (np. wielkos¢ ziarna, jego gestos¢, zawartos$e

sktadnika, hydrofobowos$¢, wlasciwosci magnetyczne, cechy elektryczne, zdolnos¢ do ad-
hezji itp.), wowczas roéwnanie bilansu ma posta¢ (Tumidajski 1997):

JD p(w,x) f(w)dw =g(x) 2.1

gdzie: flw) — funkcja gestosci rozktadu cechy W w materiale uziarnionym przed zaj$ciem
procesu,

p(w,x) — prawdopodobienstwo przej$cia ziarna (lub jego fragmentu) z frakcji (w, w+dw)

nadawy do frakcji (x, x+dx) produktu,
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g(x) — funkcja gestosci rozktadu cechy X w produkcie,

D= [Wmin, Wmax]~

Korzystajac z tego rownania wyprowadzono wzory na funkcje rozdziatu (Tumidajski 1997).

W rzeczywistych procesach separacji nastgpuje rozdziat na co najwyzej kilka produktow,
co odpowiada podziatowi obszaru zmiennosci wielkos$ci cechy X na kilka podprzedziatow.
Kazdemu z nich mozna przyporzadkowac¢ liczbg b; (bedaca np. numerem podprzedziahu, czy
tez wartoscia Srednia podprzedziatu itp.). Wowczas p(w, b;) bedzie oznacza¢ prawdopo-
dobienstwo przejscia ziarna o wartosci cechy W do j-tego produktu.

Odpowiednik krzywej rozdziatlu dla j-tego produktu ma postaé

Ji(w)
pw,b;)=vy; —~—— (2.2)
S(w)
gdzie: f(w) — gesto$¢ rozkladu cechy W w j-tym produkcie (=1, 2, ...,n),
fiw)  —  gestos¢ rozktadu cechy W w nadawie,
Yj — wychod j-tego produktu.

Prawdopodobienstwa p(w, b;) okreslone wzorem (2.2) sa rownowazne klasycznym
funkcjom rozdziatu (Drzymata 2001; Stepinski 1964; Sztaba 1956; Terra 1939; Tichonow
1984).

W przypadku rozdziatu na dwa produkty, réwnanie

fiw) (2.3)
2Ty 2

jest rownaniem krzywej rozdziatu.

Réwnanie (2.3) nie traci waznosci rowniez po uwzglednieniu kilku cech ziarna (tj. np.
rozmiar ziarna, gestos¢, wlasciwosci magnetyczne) (Tumidajski 1997).

Wowczas mamy do czynienia z wektorem losowym cech ziarna W = (W, , W, ..., W} ).

Natomiast wzor (2.4) o postaci

fj(wla”'awk)
AN LA S
YT )

2.4)

gdzie: fi(wi,...,wy) — gesto$¢ rozktadu wektora losowego W w j-tym produkcie,
fwy,...,w)  —  gestos¢ rozktadu wektora losowego W w nadawie,

okresla powierzchnig rozdziatu (k=2) lub hiperpowierzchnig rozdziatu (4>2).
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Ze wzgledow praktycznych najbardziej interesujaca jest zalezno$¢ funkcji rozdziatu od
gestosci 1 rozmiaru ziarna, czyli powierzchnia rozdziatu (k = 2).

Zatem dla wyznaczenia powierzchni rozdzialu wystarczy okresli¢ funkcje gestosci roz-
ktadu prawdopodobienstwa wektora losowego (D, P), odpowiednio fid, p) — dla nadawy;
fi(d, p) — dla produktow.

W przypadku, gdy £ =2 do zagadnienia powierzchni rozdziatu mozna réwniez podejs$¢
inaczej. Skoro material uziarniony w pierwszym etapie obrobki podlega rozdziatowi (ze
wzgledu na wielko$¢ ziarna) na klasy ziarnowe, a nastgpnie kazda klasa podlega rozdziatowi
na frakcje ggstosciowe, to dla kazdej klasy ziarnowej mozna utworzy¢ krzywa rozdziatu,
a nastgpnie zbiodr tych krzywych utworzy powierzchnig rozdziahu.

Dla opisu tej powierzchni (o ile krzywe rozdzialu beda naleze¢ do tej samej klasy funkc;ji)
wystarczy znalez¢ zalezno$¢ wspotczynnikow funkceji opisujacych te krzywe od wielkosci
ziarna.

2.2. Krzywe i powierzchnie wzbogacalno$ci

Materiat wyj$ciowy, stanowiacy mieszaning ziaren o roznej zawartosci interesujacych
uzytkownika sktadnikéw (mineratow uzytecznych w przypadku rudy, czy popiotu, siarki,
fosforu, czgsci lotnych itp. w przypadku wegla) w procesie wzbogacania ulega rozdziatowi
na kilka frakcji, od najubozszych (koncentrat w przypadku wegla, odpady w przypadku rud)
do najbogatszych (odpady w przypadku wegla, koncentrat w przypadku rud) w dany
sktadnik.

Juz od poczatku XX wieku badano zawarto$¢ popiotu w weglu (w jego frakcjach
cigzarowych) i wykreslano krzywe bedace zalezno$ciami pomigdzy gestoscia, wychodem
i zawarto$cia popiotu — zwane krzywymi wzbogacalnosci (Barskij, Kozin 1978; Blaschke S.
1972; Blaschke W. 2009; Budryk 1947; Drzymata 2001; Heidenreich 1954; Kotkin i in.
1982; Kozak, Cagas 1965; Krukowiecki 1971; Laskowski i in. 1977; Pawlowicz i in. 1966;
Sokotow 1962; Stepinski 1964; Sztaba i in. 2003; Weiss 1985).

Kazdy proces wzbogacania jest $cisle zwiazany ze wzbogacalno$ciag materiatu podda-
wanego temu procesowi, co z kolei jest uzaleznione od stopnia uwolnienia ziaren mineratow.
Takie uwalnianie dokonuje si¢ przez rozdrabnianie materiatu do wielko$ci ziaren, dla ktérej
otrzymany produkt jest mieszaning wzglednie wolnych czastek mineratu uzytecznego i mi-
neralow skaly plonnej (Tumidajski2012). Mimo, ze glebszy przemiat prowadzi do wyzszego
stopnia uwolnienia to efekty wzbogacania moga okazac¢ si¢ gorsze i dlatego dokonuje si¢
oceny wzbogacalnos$ci materiatu poddawanego procesowi wzbogacania. Do takiej oceny
stosuje si¢, migdzy innymi, krzywa wzbogacalnosci Henry’ego, bedaca — w przypadku
wegla — zalezno$cig pomiedzy wychodem i zawartoscia popiotu (A = A(y)), wykreslana na
podstawie wynikow analiz densymetrycznych badanego materiatu (Drzymata 2001; Gawlik
i in. 2004; Rog 2009; Krawczykowski i in. 2012). Jak wynika z powyzszych rozwazan,
charakter takiej krzywej jest uzalezniony od stopnia uwolnienia ziaren, a w konsekwencji od
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ich wielkosci. Dlatego w badaniach wzbogacalnoéci wydaje si¢ istotnym uwzglednienie
wielkos$ci ziaren. W kolejnych podrozdziatach przedstawiono aproksymacje krzywej wzbo-
gacalnosci Henry’ego A =A(p) 1 A =A(y) oraz powierzchni wzbogacalnosci A = A(d,p)
i pewne efekty ich zastosowania.

Podstawowa krzywa wzbogacalno$ci moze byé wykreslona dla dowolnego parametru
jakosciowego wegla. W pracach (Rog 2009, 2011) wykreslono podstawowe krzywe wzbo-
gacalnosci dla wegla na zawarto§¢ chloru, fosforu, siarki catkowitej, siarki pirytowe;j,
mikrolitotypow witrynowych, czgsci lotnych, stgzenia izotopdw, jak rowniez dla para-
metrow stuzacych do oceny wiasciwosci koksowniczych koncentratéw wegli kamiennych,
tj. wskaznik wolnego wydymania SI, zdolnoSci spiekania RI i dylatacji b.

Z probabilistycznego punktu widzenia, jezeli badana jest zmiana koncentracji sktadnika
W (cechy W) w produktach i o rozdziale materialu uziarnionego decyduje jedna cecha X, to
funkcja regresji pierwszego rodzaju

EW|X =x)=Mx)
okresla krzywa wzbogacalnosci Henry’ego (Tumidajski 1997).
2.2.1. Aproksymacja krzywych wzbogacalnosci Henry’ego

W przesztosci miaty miejsce nieliczne proby aproksymacji krzywych wzbogacalnosci
Henry’ego (Pudto 1971; Brozek 1996). W pracy Pudly (Pudlo 1977) autor wykorzystat
empiryczne zaleznosci pomigdzy zawartoscia sktadnika (badanego) w koncentracie i od-
padach oraz jego uzyskiem w koncentracie. Metoda ta prowadzi do réwnania hiperboli
drugiego stopnia, w ktorym wystgpuja parametry makroskopowe charakteryzujace dana
probe. W pracy Brozka przedstawiono analityczna posta¢ rownania, zawierajaca wszystkie
parametry makroskopowe i mikroskopowe charakteryzujace probg wzbogacanego mate-
riatu. Praca autora niniejszej monografii zawiera natomiast dwa podej$cia probabilisty-
czne.

Podczas realizacji pracy przyjeto nastgpujace zatozenia i zasady opisu:

1. Cato$¢ badanego materiatu rozdzielono na k frakcji, ze wzgledu na gesto$¢ ziaren.
Przyjgto, ze y; (i =1,...,k) oznacza procentowy udziat i-tej frakcji w catos$ci materiatu.

2. Przez \; (i =1,..., k) oznaczono procentowa zawarto$¢ popiotu w i-tej frakcji.

3. Jako podstawowa krzywa stosowana przy opisie procesu wzbogacania przyjeto krzy-
wa Henry’ego A =A(y), gdzie A oznacza zawarto$¢ popiotu we frakcji, ktorej udziat pro-
centowy wynosi y.

Przy takich zatozeniach otrzymuje sig, ze $rednia zawarto$¢ popiolu w badanym ma-
teriale wynosi (Stgpinski 1964; Tumidajski 1997)

o= I;OO My)dy (2.5)
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Jezeli ustali sig, ze yy oznacza wychod koncentratu, a (100 — yo) wychdd odpadow, to
otrzymuje sig, ze srednia zawarto$¢ popiotu 9 w koncentracie wynosi

1 7o
8= [ Moy (2.6)

Natomiast §rednia zawarto$¢ popiotu 8 w odpadach zadana jest wzorem

1 100
B= 1007, IYO My ey 2.7)

Przyjeto, ze zalezno$¢ procentowej zawartosci popiotu w materiale od jego ggstosci
przedstawia funkcja Ay =L (p), oraz ze funkcja y =F(p) przedstawia zalezno$¢ wychodu
frakcji od jej gestosci. Poniewaz funkcja F(y) jest funkcja rosnaca, wige posiada funkcjg
odwrotnap =F - (7). Wobec tego krzywa wzbogacalnos$ci Henry’ego przyjmuje postac

A=2o (F () 238)
Funkcje F(p) zazwyczaj aproksymuje si¢ za pomoca funkcji opisujacych dystrybuanty

rozktadow zmiennych losowych (Dobosz 2001). W przerobee najczgsciej stosowanymi
dystrybuantami rozktadow sa:

b
_ z)
— rozktad Weibulla (zwany réwniez rozktadem RRB): F(x)=1-¢ (“ (2.92)
{ros)
— rozktad Weibulla cenzurowany: F'(x)=1-e a(xo=x) (2.9b)
— rozktad logistyczny: F'(x)= # (2.9¢)
1+be™
— rozktad logistyczny cenzurowany: F(x) = S S (2.9d)
cx
1+ be[ xo_x]
— rozktad logarytmiczno-normalny: F(x)=® ( lnx—mj (2.9¢)
c
— rozktad GSA: F(x)=hx® (2.91)
gdzie: a,b,c,f,g, h,a — parametry rozktadow,
D() — dystrybuanta rozktadu normalnego N(0, 1).

Funkcje A (p) wyznaczono jako krzywa regresji drugiego rodzaju dla zaleznosci zawar-
tosci popiotu A od gestosci materiatu p.
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2.2.2.Zesp6t powierzchni wzbogacalnos$ci

Materiat stanowiacy nadawe do zakladu przerdbczego jest charakteryzowany wielowy-
miarowym wektorem wlasciwosci, takich jak np. w przypadku wegla:

— wielkos$¢ ziarna,

— gestosé ziarna,

— zawarto$¢ popiotu,

— zawarto$¢ innych sktadnikéw,

— wskaznik wolnego wydymania,

— zdolnos$¢ spiekania itp.

Zatem podstawa projektowania zaktadow przygotowania materialu do wzbogacania
oraz uktadow jego wzbogacania powinna by¢ wielowymiarowa analiza wlasciwosci tego
materiatu. Do tego celu moga postuzy¢ powierzchnie (hiperpowierzchnie) wzbogacal-
nosci.

Jezeli badana jest zmiana koncentracji sktadnika W (np. zawartosci popiotu, siarki, czesci
lotnych itp.) w produktach, przy zatozeniu, ze o rozdziale materiatu decyduja dwie cechy, np.
wielkos$¢ ziarna i jego gestos¢, czyli wektor losowy (D, P), wowczas dwuwymiarowa
regresja pierwszego rodzaju

E(E|D=d,P=p)=d,p) (2.10)

jest odpowiednikiem krzywej wzbogacalnosci Henry’ego (Tumidajski 1997). Z kolei majac
dany rozktad wektora losowego (D, P, W), tzn. znana jest funkcja gestosci tego rozktadu
2(d, p, w), wowczas wzor (2.10) mozna zapisa¢ w postaci

Wmax
IW_ wg(d,p,w)dw
Md,p)=—"m" (2.11)

Sd.p)

gdzie fld, p) — funkcja gestosci rozktadu wektora losowego (D, P).

Jezeli nast¢puje rozdzial materiatu na dwa produkty ze wzgledu na dwie cechy w dwoch
kolejnych procesach (np. przesiewanie, a nastgpnie wzbogacanie w cieczach ciezkich) i gra-
nicami rozdziatu sa potproste d = di p =p, to warto$ci przecigtne sktadnika W w catym
materiale (nadawie) i w produktach (w koncentracie i odpadzie), jak réwniez uzysk i straty
sktadnika W w odpadach wyrazaja si¢ wzorami (Tumidajski 1997):

— w nadawie:

o= j jD Md,p)f(d,p)dddp (2.12)
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— w koncentracie:

HDI Md,p)f(d,p)dddp

YR (2.13)
1, 7d.pdddp
— w odpadach:
], Mdp)f(d.p)dddp
== (2.14)
l_ijl f(d,p)dddp
— uzysk:
5 JID Md,p)f(d,p)dddp
= (2.15)
[[ d.p)s(d.p)dddp
— straty:
5 IID Md.p)f(d.p)dddp
o= (2.16)

_>IID}(d,P)fULp)dddp

gdZie: D= [dmin, dmax] X [pmina pmax]; D] = [dmm 9d] X[P min 5‘3], D2 = D\Dl

Warto zauwazy¢, ze jezeli G(d, p, w) jest dystrybuanta wektora losowego (D, P, W), to
gestos¢ rozktadu tego wektora wyraza si¢ wzorem:
3G
0dopow

gllpw)= (2.17a)

Analogicznie, jesli F(d, p) jest dystrybuanta wektora losowego (D, P), to gestos¢ jego
rozktadu ma postaé

o°F
adop

= (2.17b)

Zatem, aby okresli¢ funkcj¢ A(d,p) wystarczy wyznaczy¢ dystrybuanty G(d, p, w) oraz
F(d, p).
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Jednym ze sposobow aproksymacji funkcji wyzej wymienionych dystrybuant jest zasto-
sowanie wiclowymiarowych rozktadow Morgensterna (Kotz i in. 2000; Niedoba 2011,
2013). Rozktad Morgensterna dla wektora (D, P, ) ma postaé:

G(d.p,w) =
R@FE)EW)[1+ app(1-F(@)A-FE)+ o3(1-F(d)A-F3(w) + o3 (1- F ()1 - F3(w))]
(2.18)

Natomiast dla wektora losowego (D, P) dystrybuanta przedstawia si¢ nastgpujaco

F(d,p)=F(d)F; (p)[1+a(l-F (d))(1-F; (p))] (2.19)

gdzie: Fi(d) — dystrybuanta zmiennej losowej D,
Fy(p) - dystrybuanta zmiennej losowej P,
F3(w) — dystrybuanta zmiennej losowej 17,

wspotezynniki o, o, 03, 023 spetniaja warunki [a|< Lo, [<Li=1,2;/=2,3.

W niektorych przypadkach mozna zastosowac aproksymacje Farlie-Gumbela-Mor-
gensterna (Kotz i in. 2000). Wedtug tej metody dystrybuanta wektora (D, P) ma posta¢

F(d,p)=F(d)F,(p)[1+a-g;(d)g,(p)] (2.20)

gdzie g(d), g¢2(p)— funkcje spetniajace warunki g; (d) €[0,1],22(p) €[0,1]

o — dobrany parametr z przedziatu [-1,1].

Dla aproksymacji funkcji F(d, p) mozna réwniez zastosowaé rozktad dwuwymiarowy
logistyczny (Tumidajski 1997) o postaci

F(d.p)=[1+aje " +a,e " 17", gdzie ay, as, by, by >0 2.21)
lub dwuwymiarowy rozktad Gumbela (Tumidajski 1997)
F(d,p)=1-e 99 _e=P j gm@d=ap=cdp oqie g g, ¢ >0 (2.22)

Ze wzgledu na trudnosci rachunkowe przy wyznaczaniu funkcji F(d, p, w), czgsto
zamiast regresji pierwszego rodzaju wyznacza si¢ regresj¢ drugiego rodzaju zawartosci
popiotu od gestosci i wielkoéci ziarna. Srednia zawarto$é popiotu w badanym materiale
wyraza si¢ wzorem (Tumidajski 1997)
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o= j jD Md,p)f(d,p)dddp (2.23)

gdzie: D ={(d.,p):d €[dmin+dmax 1P [P min P max 1}

Najczestszymi funkcjami wykorzystywanymi do tego celu sa (Dobosz 2001):
— funkcja multiplikatywna f(x, y)= Boxﬁl yB 23
Bo+B |X+Bzy;
by :
1+bje” " +bye” 2 ’

— funkcja liniowa f(x, y)=ay + ajx+a, y.

— funkcja wyktadnicza f(x, y)=e

— funkcja logistyczna f(x, y)=

Funkcje f(d, p) mozna wowczas rowniez wyznaczy¢, korzystajac z metod wielowymia-
rowej aproksymacji jadrowej (Scott 1992; Niedoba 2005), a mianowicie

Ik 1 1 d—d,; PP,
dp)=—)> . . k Lk ” 2.24
f(d.p) NZ,ZIZFIMZ 1( " jz[ " jn,, (2.24)

gdzie ki(x) ik (y) sa jednowymiarowymi funkcjami jadrowymi, spetniajacymi warunki

a)0<ky(x)<cy <40,05ky (y)<cy <+,
b) [k e =1, [k () =1
-0 1 s 2
¢) ky (x)=ky(=x), ky (¥) =k (=y)
hy, hy oznaczaja dlugo$é pasm, N = th n;;, n;oznacza liczebno$¢ klaso-frakeji (iy).

Najczesciej stosowanymi funkcjami jadrowymi sa (Niedoba 2005, 2012):
a) funkcja Epanechnikowa o postaci

3 1 »
— | 1-=x? |dla |x|<+/5
K(x)=1 445 ( 5 ] . (225)
0dla |x|>~/5
b) funkcja Gaussa o postaci
1>
K(x)=——e¢ 2 dlaxe(—os+0) (2.26)
’\/ﬂ 2 .

Dhugosci pasm /1 &, sa wowcezas zadane wzorami
a) dla funkcji Epanechnikowa

1 1
hy =1,056k Ss;, hy =1,0561 Ss, (2.27)



19

b) dla funkcji Gaussa
L _L
hy =1,066k Ss;, hy =1,066] Ss, (2.28)
gdzie: k — liczba klas dla zmiennej D,
/ — liczba frakcji dla zmiennej P,
syis, — odchylenia standardowe tych zmiennych.

Podstawy teoretyczne metody jadrowej dla jednowymiarowej zmiennej losowej sa za-
prezentowane w nastgpnym rozdziale.

Jezeli za funkcje jadrowa dla obu zmiennych przyjmie si¢ funkcj¢ Gaussa (2.26), to
funkcja f{(d, p) jest wowczas zadana wzorem:

(d-d;*  (-p,)’

2 2
fa, p)——Nh p > 12, e 2hi o 2k (2.29)

Natomiast $rednig zawarto$¢ popiotu w catym materiale mozna obliczy¢ z ponizszej
zaleznosci

~(d=d))’ (p-p;)’

ey
ZnNhh S it 2ot ufdmaxfpm”(d pret M Jipda (2.30)

Analogicznie mozna okre$li¢ Srednia zawarto$¢ popiolu w koncentracie i w odpadach
(jak réwniez uzysk i straty), stosujac wzory (2.13-2.16).

Zaprezentowana metoda pozwala na okre$lenie réwnania teoretycznej powierzchni
A=Ad, p), z tym ze zbadanie dokladno$ci aproksymacji wymaga catkowania nume-
rycznego.

2.3. Analiza wla$ciwosci materialéw uziarnionych — krzywe i powierzchnie rozkladu

Jednym z podstawowych elementéw oceny proceséw przerdbki jest doktadne osza-
cowanie rozktadu $redniej warto$ci badanych cech w nadawie i produktach. Do tego celu
wykorzystuje si¢ metody rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematyczne;j.
Od dawna interesowano si¢ aproksymacja krzywych czgstosci badanych cech funkcjami
gestosci rozktadu okreslonego typu. Dotyczy to rowniez ich skumulowanych postaci, czyli
dystrybuant. Bazowano na znanych z rachunku prawdopodobienstwa klasach funkcji.
Z uwagi na fakt, ze od rozkladu wielkosci ziaren materiatu zaleza rozktady innych cech
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tych ziaren (Allen 1968; Bodziony 1986; Budryk 1948; Sztaba 1956; Tumidajski 1992)
badania krzywych sktadu ziarnowego cieszyly si¢ szczegdlnym zainteresowaniem i po-
wstato wiele modeli takich krzywych opartych na znanych z rachunku prawdopodobien-
stwa rozktadach, jak np.

— rozktad logarytmiczno-normalny (Czornyj 1950; Epstein 1948; Kotmogorow 1941);

— rozktad Weibulla (Allen 1968; Butkiewicz 1977a, b; Lowrison 1974; Lynch 1977,

Rosin, Rammler 1933; Tromp 1937; Tumidajski 1997);
— rozktad Gaudina-Schuhmanna-Andreyewa (Andrejew i in. 1980; Gaudin, Meloy
1962; Schuhmann 1960, Rosin, Rammler 1933).

Liczba modeli opisujacych rozktady ggstosci ziaren oraz zawarto$ci sktadnikéw w ziar-
nach jest stosunkowo niewielka. Poczatkowo zaktadano, ze rozktad gesto$ci ziaren i zawar-
tosci sktadnikéw mineralnych jest normalny (Andrejew i in. 1941; Tarchow 1958; Wichi-
riew 1961). Dopiero w drugiej potowie ubiegltego stulecia zaczety pojawiac si¢ prace podwa-
zajace prawidlowos¢ zalozenia o normalnosci tych rozktadow (Breyer 1968; Krutichow-
skaja, Kuzetow 1960; Ozerskaja i in. 1955; Podoba 1959; Szarapow 1956). Szarapow
(Szarapow 1966) oraz Gottfried (Gottfried 1981) zaproponowali na podstawie badan empiry-
cznych aproksymacj¢ krzywych rozkladu za pomoca rozktadu logarytmiczno-normalnego
lub rozktadem wyktadniczym. Charakterystyke omawianych rozktadow, wraz z metoda ich
linearyzacji przedstawiono w tabeli 2.1.

Najlepsza metoda oceny doktadnosci aproksymacji jest wyznaczenie tzw. odchylenia
resztowego (btad sredniokwadratowy), ktorego wzor przedstawia si¢ nastgpujaco:

s 2
> (@, (d;)-D,(d;)
s, == (2.31)
Ps -2

gdzie: p; — liczba uzytych sit o wielkosciach oczek d,
®,(d;)iD,(d;) — wartosci, odpowiednio dystrybuanty empirycznej i dystrybuanty wy-

znaczonej wzorem aproksymujacym, dla wielkosci ziaren d;.

Modele krzywych rozktadu oparte sa na okreslonych klasach funkcji, wsrod ktorych
moze nie istnie¢ funkcja adekwatna do opisu cech badanego materiatu. Ten fakt sprowoko-
wat poszukiwanie innych metod. Nieklasyczne metody statystyczne po raz pierwszy w prze-
robce surowcow mineralnych zostaty zastosowane w 2003 roku (Niedoba 2003a, b).

Udana proba zastosowania nowych metod statystycznych do analizy $rednich wartosci
badanych cech materiatdéw uziarnionych byta praca doktorska (Niedoba 2005).

W pracy tej zastosowano cztery nieklasyczne metody:

— metoda bootstrap — charakterystyke tej metody oraz jej rozwo6j mozna przesledzié

w pracach (Efron 1979, 1981, 1982, 1985, 1987; Gray, Schucany 1972; Parr 1983;
Hall 1986, 1988; Athreya 1983, 1987; Beran 1984) oraz monografiach (Beran,
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Tabela 2.1

Table 2.1

Juxtaposition of the characteristics of discussed distributions

Nazwa rozktadu Parametry Dystrybuanta Linearyzacja dystrybuanty
c 1
Weibulla dy, ¢ d)(d)—l—exp|:—[j] :l,d>0 In lnliq)(d)—c]nd
' —clnd,
G-A-S L o(d )=( a ] 0<d<d,, log(®(?))=
L. =clogd —clogd,
Ind-m _ 1 m
Log-norm m, o (D(d): (DO( j q)ol(”)zflnd_*
c c c
. In(l-o(@))=
Gaudina-Meloya do, r @(d)z 1-]1- 4 il 1=[1-4 V
d, =7 d,
T 1n1n1+‘/1_(1_®(d))2 _
Mianowskiego M I dy, m ®(d)=1-| cosh 7 1-0(d)
1 =nInd —n,Ind,
W V@@
M II (Tumidajskiego) dy, ng cb(d)= {cosh[dJ } CD(d)
d =-ny,Ind +n,Ind,
1
a)" Inln——==n,Ind
Frecheta do, ny (I)(d)= exp| — [dJ q)(d)
’ —n,lnd,

gdzie: @ (u) — dystrybuanta rozktadu N(0,1); (1)61 (u) — funkcja odwrotna do @y,.

Ducharme 1991; Edgington 1987; Efron, Tibshirani 1993; Noren 1989; Mammen
1992, Hall 1992);

— metody bayesowskie — rozwijaty si¢ rownolegle ze statystyczna teoria decyzji
(Domanski, Pruska 2000; Krzysko 1997). Pod koniec ubieglego wieku nastapit
szybki rozwoj tej teorii, jak rowniez jej zastosowan, migdzy innymi w medycynie
(Geman, Geman 1984; Neal 1996; Vehtari i in. 1998, 2000), w ochronie srodowiska
(Bernier 1991, 1994; Fiering, Rogers 1991; Hobbs i in. 1994, 1996), w ekonometrii
(Geweke 1999, 2000) oraz w innych dziedzinach nauki. Na uwagge zastuguje mozli-
wos¢ zastosowania tej metody do szacowania ryzyka w rdéznych procesach;
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— metoda jadrowa — jedna z gtownych metod nowoczesnej teorii nieparametryczne;j
estymacji funkcji gestosci rozktadu badanej cechy. Metode t¢ zapoczatkowal Rosen-
blatt (Rosenblatt 1956). Rozwinigcie tej metody dla estymacji funkcji ggstosci
jednowymiarowej zmiennej losowej mozna znalez¢ w pracach (Whitle 1958; Parzen
1962; Watson 1963; Stone 1984), natomiast dla estymacji funkcji gestosci wielowy-
miarowej zmiennej losowej w pracach (Cacoullos 1966; Epanechnikov 1969; Sain
2001; Scott 1992). Spora czg$¢ wynikdéw tych badan zamieszczono w monografiach
(Efromovich 1999; Eggermont, La Ricia 2001; Eubank 1988; Prakasa Rao 1983;
Silverman 1986);

— metoda Fouriera — rowniez znana metoda nowoczesnej teorii estymacji funkcji
gesto$ci  jednowymiarowej zmiennej losowej, przy uzyciu szeregu Fouriera
(Chentsov 1962; Efron, Tibshirani 1996; Schwartz 1967; Wahba 1981; Watson
1969). Wigkszos¢ wynikow tych prac zamieszczono w podrecznikach (Devroye,
Gyorfi 1985; Efromovich 1999; Hart 1997; Tompson, Tapia 1990; Silverman 1986).

Powyzsze metody zastosowano, migdzy innymi, do aproksymacji krzywych rozktadu
Sredniej zawarto$ci miedzi legnicko-glogowskiego zaglebia miedziowego, jak rowniez do
estymacji krzywych skladu ziarnowego oraz estymacji przedziatowej (Niedoba, Tumi-
dajski 2005).

Podstawy teoretyczne nieklasycznych metod statystycznych stosowanych w niniejszej
monografii zamieszczono w podrozdziale 2.3.1.

W wielu procesach separacji o rozdziale materialu uziarnionego na produkty decyduje
wigcej niz jedna cecha (np. przy wzbogacaniu grawitacyjnym, czy klasyfikacji przeplywo-
wej). Zatem wydaje si¢ zasadnym badanie wielowymiarowych rozktadéw wiasciwosci
ziaren. Literatura na ten temat jest skromna (Lyman 1993; Tumidajski 1997; Niedoba 2008,
2009, 2010, 2011; Niedoba, Surowiak 2012). W pracy (Tumidajski 1997) aproksymowano
dwuwymiarowa dystrybuante empiryczna F(d, p) dla miatdéw kopalni Staszic (gdzie d —
wielko$¢ ziarna; p — gestos$¢ ziarna). Zastosowano w tym celu rozktady: logistyczny, Pareto
i Gumbela (Butkiewicz, Hys 1977) oraz rozktad Morgensterna (Morgenstern 1956).

2.3.1. Podstawy teoretyczne nieklasycznych metod
statystycznych

Jak juz wspomniano, w badaniach przerdbczych zazwyczaj nie wiadomo (lub wiadomo
niewiele) o postaci rozkladu badanej zmiennej losowej X. NajczgSciej stosuje si¢ metody
estymacji parametrycznej, ktore nie zawsze daja dobre wyniki. W zwiazku z tym, w ni-
niejszej monografii zastosowano rowniez metody nieparametrycznej estymacji statystycz-
nej, takie jak:

— estymacja jadrowa funkcji gestosci rozkladu zmiennych losowych

Metoda jadrowa jest jedna z gltdéwnych metod nowoczesnej teorii nieparametrycznej
estymacji funkcji gestosci rozktadu badanej cechy.

Estymator jadrowy funkcji ggstosci rozktadu zmiennej losowej X, ma postac:
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N 1 n X—X;
f(x)—nhz,-:lK( P ] (2.32)

gdzie funkcja K(x) zwana jadrem jest funkcja nieujemna, spetniajaca warunek (Efromovich, 1999):

ij(x)dle (2.33)

natomiast 4 > 0 jest parametrem zwanym szeroko$cig pasma lub parametrem wygladzajacym
(x1,..., x,) oznacza realizacj¢ probki losowe;j.

Miara dopasowania estymatora f’(x) do prawdziwej funkcji ggstosci flx) jest tak zwany
btad sredniokwadratowy (Silverman 1986)

MSE(])=E ; (J(x)- f(x))* (2.34)

Jednak najczeéciej stosowanym kryterium jakosci estymatora, ktore mierzy globalne
dopasowanie /Af do estymowanej gestosci jest scatkowany btad Sredniokwadratowy (MISE)

MISE(]‘)=E{ ] (]‘(x)—f(x))zdx} (2:33)

—00

ktéry mozna zapisaé w postaci

e T (2.36)
MISE(])= [ [E(J(e)=f(0)]) de+ [ var(F(x))dx

Zasadnym jest pytanie, czy istnieje taki wybdr jadra (optymalnego) oraz szerokosci
(optymalnej) pasma /4, przy ktorym scatkowany blad $redniokwadratowy estymatora ja-
drowego jest najmniejszy dla dowolnej estymowanej funkcji ggstoscei.

Odpowiedz jest pozytywna (Silverman 1986) o ile estymowana funkcja gestosci spetnia
pewne warunki regularnosci (jest dwukrotnie rézniczkowalna i druga pochodna spetnia
warunek Lipschitza dowolnego rz¢du). Udowodniono, ze jedynym asymptotycznie optymal-
nym jadrem jest jadro Epanechnikowa, dane wzorem:

1

3
K(x)= 4‘@’[ o) dta x| > b5

1—
0

gdzie: b — parametr skali[ | tzK(t)dtzsz

—00
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Dla innych funkcji jadrowych miara dobrego dopasowania jest tzw. wspotczynnik
efektywnosci, zdefiniowany nast¢pujaco:

o= fron] Z[T}K(z»zdz}] 2.38)

ktory dla jadra Epanechnikowa ma warto$¢ 1. Najczesciej stosowane (Silverman 1986)
funkcje jadrowe sa zamieszczone w tabeli 2.2.

Tabela 2.2
Stosowane funkcje jadrowe wraz z ich wspotczynnikami efektywnosci
Table 2.2
Applied kernel functions with their efficiency coefficients
Jadro K(x) Wspotczynnik efektywnosci
) i(l—ixzjdlamgﬁ
Epanechnikowa 445 5 1
0 — poza tym
15 2,2 1
— (1 -x7)"dla|x[<1
Dwuwagowe 16( ) I [Ejz ~0,9939
0 — poza tym 3125
1
_ < 2
Trojkatne 1-|x|dla |x|<1 (&)z < 0,985
0 — poza tym 250
G ki ! exp[—ixz) xX€eR 36n %
aussowskie o 5 > E ~0,9512
1 1
—dla|x|<1 108 )2
Prostokatne 2 — | =0,9295
0 — poza tym 125

Z porownania wspotczynnikoéw efektywnosci w powyzszej tabeli wynika, ze jezeli uzyje
si¢ jadra gaussowskiego, czy trojkatnego zamiast optymalnego jadra Epanechnikowa to
roéznice bgda niewielkie. Doboru optymalnej szerokosci pasma dokonuje si¢ (Gajek, Ka-
tuszka 2000) nastgpujaco:
jezeli zastosujemy jadro Epanechnikowa to:

_1
hops =1,056n 5 (2:39)

natomiast w przypadku jadra gaussowskiego:

(2.40)

W |—

hopt =1066n o
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gdzie: n — liczebno$¢ probki,

6 — odchylenie standardowe.

W praktyce ¢ zastgpujemy estymatorem s obliczonym na podstawie probki losowe;j,
n
wedlug wzoru s = 1 z (x; —76)2
|

— estymacja funkcji gestosci rozkladu zmiennej losowej X metoda Fouriera

Metoda Fouriera jest rowniez znang metoda nowoczesnej teorii estymacji funkcji gg-
stosci jednowymiarowej zmiennej losowej.

Dany jest ortonormalny ciag funkcji {@;j(x)} na przedziale [0, 1] w nastgpujacy sposob

0 (x)= : dla j=0 (2.41)
/ \/Ecos(njx) dla j=12,...

Niech f{x) oznacza ggsto$¢ badanego rozktadu. Wowczas korzystajac z teorii szeregow
Fouriera mozemy przedstawi¢ f{x) za pomoca nieskonczonej sumy postaci

f()=2.0,0;x),
j=0
gdzie Q; oznaczaja wspotczynniki Fouriera zadane wzorem:

1
Q; =] f(x)0; (x¥)dx, j=12,... (2.42)
0

Natomiast ¢,(x) sa dane wzorem (2.41).
Estymatorem funkcji ggstosci f{x) badanego rozkladu jest suma czgsciowa szeregu
Fouriera

J
17 (X)ZZQJ'(P](X) (2.43)

j=0
gdzie: J — parametr obcigcia (Tarter, Lock 1990).

W wielu przypadkach stosuje si¢ wygtadzanie wspotczynnikéw Fouriera (Watson 1969;
Efromovich 1999) mnozac je przez stale, ktdre przyjmuja wartosci z przedziatu [0, 1], a za
estymator przyjmuje si¢ wowczas uogolniona sume czesciowa [ (x,{0;})=

J

= ijQj(pj (x), dla x € [0, 1], gdzie w; € [0, 1], O; 1 ¢j(x) sa okreslone odpowiednio
j=0

wzorami (2.41) i (2.42).
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Statystyczny problem estymacji gesto$ci f polega na wyznaczeniu estymatora dla

a) wspolczynnikéw Fouriera 0,

b) parametru obcigcia J,

¢) wspolczynnikéw wag o;.

Niech X oznacza badana zmienna losowa, a xi,...x, n-clementowa realizacj¢ probki
losowej tej zmiennej. Zaktadamy, Zze zmienna losowa X przyjmuje wartosci z przedziatu
[0, 17.

Jako estymatora wspotczynnikow Fouriera Q; uzywa sig:

QJ-:;;cpj(xi) (2.44)

Estymator ten jest estymatorem nieobcigzonym i mocno zgodnym (Efromovich 1999).

Nastgpnym krokiem jest wybor parametru obcigeia J. Kryterium doboru oparto na scat-
kowanym btadzie §redniokwadratowym (btad MISE — wzor (2.35)), ktory mierzy globalne
dopasowanie estymatora. Za estymator parametru obcigcia przyjmuje sig:

A J ) A
J =arg min Z(ZQO—QJZ-J (2.45)

0</<J, j=o0\ "

dla ktorego arg min(a, ) przyjmuje wartosci rowne wskaznikowi s najmniejszego elementu
0<J<J,
sposrdd (ay,...a;), natomiast J, oznacza czg$¢ catkowita liczby (4+0,51n7) (Efromovich 1999)

Dla estymatoréw wag o; stosuje si¢ nastgpujaca regute:

A (2.46)
g =1,&>; = 1- QPZ dla j>0
n j N

gdzie: (x), = max(0,x);

— metody bayesowskie

Odmienno$¢ metod bayesowskich wynika z uwzglednienia w procesie wnioskowania
statystycznego informacji pochodzacej spoza probki wylosowanej z populacji generalne;j
(Box, Tiao 1992; Berger 1985; Domanski, Pruska 2000; Krzysko 1997). Cecha charak-
terystyczng analizy bayesowskiej jest przyjgcie zatozenia, ze szacowany parametr rozktadu
badanej zmiennej losowej jest rowniez zmienna losowa o rozktadzie okreslonym na pod-
stawie informacji nie pochodzacych z badanej probki losowej, zwanym rozktadem a priori
parametru ©. Rozktad a priori okresla si¢ na podstawie posiadanych informacji po-
chodzacych np. z wezesniejszych badan. W przypadku catkowitego braku wiedzy o sza-
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cowanym parametrze, wprowadza si¢ nieinformacyjne rozktady a priori, nie bedace roz-
ktadami prawdopodobienstwa (Szreder 1994).

Zatdzmy, ze badamy populacj¢ ze wzgledu na zmienna X, ktorej rozktad zalezy od
parametru ®<Q. Na podstawie prostej probki losowej x =(X,..., X, ) nalezy podja¢ de-
cyzje deD (D — zbior wszystkich mozliwych decyzji) o wielkosci parametru ©. Poniewaz
decyzje d podejmujemy na podstawie wynikow probki, wigc mozemy ja uznac¢ za zmienng
losowa zwana funkcja decyzyjna.

Funkcja straty przy podejmowaniu decyzji dotyczacej wartosci parametru ® nazywa si¢
funkcj¢ L(0, d) okreslona dla ®eQ i de D, ktorej warto$ciami sa wielkosci straty poniesione;j
na skutek podjgcia okreslonej decyzji d. Najczesciej stosowanymi funkcjami straty sa
funkcje (kwadratowa i modutowa) okre§lone nastepujaco:

L(©,d)=C(d-0)*,C>0
L(©,d)=C|d-0],C>0

(2.47)

W analizie bayesowskiej wprowadza si¢ rowniez pojgcie funkcji ryzyka (ryzyka spo-
wodowanego podjeciem decyzji d przy ustalonej wartosci parametru ®). Funkcja ryzyka ma
postac:

R(©,d)=EgL(©,d(x)) (2.48)

gdzie: EgL(®,d(x)) oznacza warto$¢ oczekiwana straty spowodowanej decyzja d przy ustalonej
wartosci parametru ®. Skoro parametr ® (zgodnie z gtéwnymi zalozeniami analizy baye-
sowskiej) jest zmienna losowa, to wobec tego funkcja ryzyka R(®,d) jest rOwniez zmienna

losowa, mozna wigc rozpatrywac warto$¢ oczekiwana tej zmienne;j.

Ryzykiem bayesowskim odpowiadajacym ustalonej funkcji decyzyjnej d, nazywa si¢
nastgpujaca funkcje:

ng,d)=E;R(0,d) (2.49)

gdzie: E,;R(®,d) — warto$¢ oczekiwana funkcji ryzyka przy ustalonej decyzji d,

g — funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu a priori parametru ©.
Jezeli parametr ® jest zmienna losowa typu skokowego o funkcji prawdopodobienstwa
g(0,)=P(O=0,),k=12,... (2.50)

gdzie: 0<g(@©;)<1iY g(@)=1to:
k
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ng,d)=) R(©,d)g(0;) (2.51)
k

Jesli © ma rozktad ciagly o gestosci g to:

r(g,d)z_[R(@,d)g(@)d@ (2.52)
Q

Przy podejmowaniu decyzji dotyczacej szacowania wartosci parametru ® dazy si¢ do
tego, aby wielkos¢ straty i ponoszone ryzyko byly najmniejsze. Dlatego estymatorem baye-
sowskim parametru ® wzgledem rozktadu a priori okreslonego za pomoca funkcji
prawdopodobienstwa lub gestosci nazywamy statystyke dy =dy(Xq,...,X, ), dla ktorej
zachodzi:

"g.dy) =dinlf) "g,d) (2.53)
€

Majac dany rozktad a priori parametru © oraz dodatkowe informacje o jego rozktadzie na
podstawie probki wylosowanej z populacji, mozemy okresli¢ rozktad warunkowy tego
parametru.

Jezeli zatozymy, ze f(x|®)jest taczna funkcja prawdopodobienstwa lub taczna funkcja
gestosci probki losowej x = (xy,...,x,) zaleznej od parametru ®, ktoérego rozktad jest okres-
lony przez funkcje g (funkcje gestosci lub prawdopodobienstwa), to taczny rozktad probki
losowej i parametru ® jest wyznaczony przez funkcje:

h(x,0)= f(x|©)g(©) (2.54)

Jezeli znamy funkcjg (2.54), to mozemy wyznaczy¢ rozktad warunkowy parametru ©,
stosujac wzor bedacy uogdlnieniem wzoru Bayesa:

S(x[©)-g(®)
D S0, )-g(0y)
k

/(x©)-2(0)

[ x1©)-g(@)de
Q

gdy ® ma rozktad skokowy o funkcji prawd. g

(2.55)
g(®fx)=
gdy © ma rozktad ciagly o funkcji gestosci g

Rozktad ten nazywa si¢ rozktadem a posteriori parametru Q.

Warto zauwazy¢, ze w mianownikach wzorow (2.55) wystepuje ztozenie tacznego
rozkladu probki losowej (zaleznej od parametru ®) okreslonego przez f(x|®)z rozktadem
a priori parametru ® zadanym przez g(®). Zatem rozktad a posteriori parametru © jest
okreslony za pomoca wzoru (uogélnionego) Bayesa z zastosowaniem ztozenia roz-
ktadow.
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Przy wyznaczaniu estymatora bayesowskiego parametru ® korzysta si¢ z twierdzenia
(Domanski, Pruska 2000), ktoére méwi, ze jezeli g(®)jest funkcja prawdopodobienstwa lub
gestosci rozktadu a priori parametru ®, g(0|x) jest funkcja prawdopodobienstwa lub
gestosci rozktadu a posteriori parametru © dla danego wektora (x,...,x, ) wynikow probki
oraz L(0®,d) jest funkcja straty przy tych rozktadach (a priori i a posteriori) parametru ©,
a decyzja d € D, to estymatorem bayesowskim parametru @ jest statystyka d spetniajaca
warunek:

EoL(©.,dy)= inf EgL(®,d) (2.56)
deD

Tak wigc posta¢ estymatora parametru ® zalezy nie tylko od rozkladow a priori
1 a posteriori tego parametru, ale rowniez od doboru funkcji straty L.
Jezeli funkcja straty jest funkcja kwadratowa, tzn.

L(©,d)=C(d-©)*,C>0 (2.57)

to ocena bayesowska parametru © jest warto$¢ oczekiwana rozktadu a posteriori parametru
® (Domanski, Pruska 2000).

W analizie bayesowskiej mozliwa jest nie tylko estymacja punktowa parametréw bada-
nego rozktadu, lecz réwniez estymacja przedziatowa. Jezeli znamy rozktad a posteriori
parametru © dla wektora probki x to prawdopodobienstwo tego, ze © €| B (gdzie B — zadany
zbiodr (przedzial)) wyznaczymy ze wzoru:

g(0;]x)
@ize:c (2.58)

[ g(®]x)d®
C

P(®eB|x)=

gdzie: w pierwszym przypadku: g — funkcja prawdopodobienstwa rozktadu a posteriori parametru ©,

a w drugim gestos$¢ rozktadu a posteriori parametru ©.
Majac dany rozktad a posteriori parametru ® dla wynikdéw probki prostej x oraz funkcje
straty L okreslamy przedzial ufnosci parametru ® dla zadanego wspoétczynnika ufnosci

(1-a). Przedziatem ufnosci parametru ® nazywamy taki zbior B, dla ktorego:

P(@eB|X)=1-q (2.59)
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2.4. Metoda krigingu

Jedna z galezi statystyki stosowanej sa tzw. metody geostatystyczne, bazujace gldwnie na
analizie wariogramow i krigingu. Poczatki teoretyczne tych metod powstaly juz w latach
trzydziestych i czterdziestych XX wieku. Natomiast pierwsze zastosowania zostaly zrobione
w Afryce Potudniowej przez inzyniera gornika G. Krige’a i statystyka H.S. Sichela (Sichel
1952). Pozniejsze badania Krige’a (Krige 1975, 1976, 1981; Krige i in. 1989) miaty duzy
wplyw na rozwoj tej teorii. W latach pigédziesiatych XX wieku technikami geostatys-
tycznymi zainteresowal si¢ i rozwinat je francuski matematyk G. Matheron (Matheron
1962-63, 1971, 1989), ktory stworzyt spdjny i przejrzysty formalizm teoretyczny geostatys-
tyki. Wprowadzit rowniez nazwy najwazniejszych poje¢, w tym pojecia geostatystyki
i krigingu (na cze$¢ Krige’a). Od tego czasu nastapit burzliwy rozwdj tej dziedziny nauki.
Poczatkowo metody te byly stosowane glownie do oceny zasobow z16z kopalin stalych,
oceny ich parametréw, jak rowniez innych zadan geologiczno-goérniczych (David 1977,
1988; Guarascio i in. 1975-76; Journel, Huijbregts 1978; Matheron 1989; Parker 1984;
Ravenscroft, Armstrong 1985; Rendu 1979; Verly i in. 1984).

Z czasem (Zawadzki 201 1) znalazty zastosowanie rowniez w innych dziedzinach nauki, m.in.:

— w badaniach $rodowiska naturalnego (Isaaks 1990; Namystowska-Wilczynska 1994,
1997, 2002, 2006; Olea 1999; Rouhani i in. 1995; Stein 1985; Webster, Oliver 2000;
Zawadzki 2002);

— w geologii (Dgbowska, Zawadzki 2005; Falivene i in. 2007; Koch, Link 1986;
Heriawan i in. 2008; Hindistan i in. 2010; Namystowska-Wilczynska 1993, 1997;
Rouhani i in. 1995; Saikia i in. 2007; Touati i in. 1999; Watson i in. 2001);

— w gornictwie (Mucha 2002; Mucha, Wasilewska 2006, 2009; Rendu 1988; Royle 1979);

— w badaniach gleby (Atteia i in. 1994; Fabijanczyk 2010; Goovaerts 1999, 2000, 2001;
Namystowska-Wilczynska 1994; Srivastava, Parker 1988; Zawadzki 2002);

— w rolnictwie (Baranowski i in. 1994; Usowicz 1999; Usowicz, Usowicz 2004);

— w lesnictwie (Bowers i in. 1994; Kint i in. 2003; Kohl, Gertner 1997; Paolo i in. 2002;
St-Onge, Cavayas 1995, 1997; Wallace i in. 2000);

— w hydrologii (Bellhouse 1977; Benson 1966; Cressie, Horton 1987);

— w elektroenergetyce i inzynierii $rodowiska (Namystowska-Wilczynska, Wilczynski
2003; Namystowska-Wilczynska i in. 2004);

— w meteorologii (Stach 2007a; b);

— w obserwacjach satelitarnych (Atkinson 1993; Chica-Olmo, Abarca-Hernandez
2000; Coheniin. 1990; Curran 1988; Jakomulska, Clarke 2001; Jupp iin. 1988, 1989;
Marceau i in. 1994, 1994; McBratney, Webster 1986; Miranda i in. 1992; Miranda,
Carr 1994; Usowicz i in. 2009; Zawadzki 2005; Zawadzki i in. 2005);

— w badaniach epidemiologicznych, socjologicznych, finansowych i spotecznych
(Bivand 1998; Haining 1990; Luc 2000; Pace i in. 1998).

Zasady geostatystyki po raz pierwszy catosciowo przedstawit J.A. Czubek w swoich

wyktadach (Czubek 1981). Doktadna charakterystyke tej dziedziny nauki mozna znalez¢
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w pracach (Chil¢s, Delfiner 1979; Cressie 1991; David 1988; Goovaerts 1997; Namy-
stowska-Wilczynska 2006; Panatier 1996; Webster, Oliver 2000).

W przerdbce surowcoéw mineralnych po raz pierwszy zastosowano metode krigingu
zwyczajnego w roku 2010 (Niedoba 2010).

Wegiel jako surowiec energetyczny cechuje si¢ wicloma parametrami okreslajacymi
jego jakos¢. Dane dotyczace tych parametrow sa traktowane zazwyczaj jako niezalezne
wielkos$ci. Takie podejscie nie zawsze jest wlasciwe, co pokazano w poprzednich roz-
dzialach.

Do badania rozktadéw cech materialdow uziarnionych, jak réwniez zaleznosci pomiedzy
nimi, mozna takze zastosowa¢ metode krigingu zwyczajnego. W przerdbce surowcow
mineralnych stosuje si¢ ja zazwyczaj do ustalenia jak ksztaltuje si¢ rozklad wielkoSci
ustalonej cechy ziarna materiatlu w zaleznos$ci od innych jego cech, jak np. wielko$ci ziarna
od jego gestosci, czy tez zawarto$ci okreslonego sktadnika lub tez innej wlasciwosci
(w przypadku wegla moze to by¢ liczba Rogi, warto$¢ ciepta spalania itp.) od wielkosci
ziarna i jego gestosci. Metoda ta pozwala okresli¢ badane wtasciwosci dla ziarna o dowolne;j
wielko$ci 1 gestosci (na podstawie danych do$wiadczalnych). Wyniki (dane) uzyskane
metoda krigingu zwyczajnego daja mozliwos¢ doktadniejszego opisu wielowymiarowego
modelu, charakteryzujacego dane ztoze (poktad), z ktérego pochodzi analizowany materiat
anizeli na podstawie tylko danych doswiadczalnych. Ponadto wyniki uzyskane metoda
krigingu zwyczajnego, zastosowane dla materiatow pochodzacych z réznych zt6z, pozwa-
laja na okreslenie istotnych réznic pomigdzy nimi.

2.4.1. Podstawy teoretyczne metody krigingu zwyczajnego

Materiat uziarniony zostal podzielony na n frakcji w zaleznosci od jednej lub dwoch jego
cech (np. wielkoSci i ggstosci ziarna). W ten sposob dla n ziaren otrzymano punkty P; = (x;,
), i=1, ..., n., gdzie x; oznacza $rednia wielko$¢ cechy X z i-tej frakcji, a y; $rednia wartos¢
cechy Y z i-tej frakcji. Nastgpnie okresli¢ nalezy odlegto$¢ pomigdzy ziarnami P; i P,
stosujac wzor:

8P, P} )=Ja> (x; —x; ) +b (v =y, ) (2.60)

Gdzie a i b sa pewnymi wspotczynnikami tak dobranymi, aby obie wlasciwosci miaty taki
sam wptyw na odleglto$¢ migdzy ziarnami. W przypadku, gdy materiat zostat podzielony ze
wzgledu na jedng cechg, np. wielko$¢ lub gestos¢ ziarna, to odleglose 8(F;, P; ) =|x; —x; [lub
(P, Pi)=ly; —yjl

Niech Z oznacza wlasciwo$¢ ziarna (zawarto$¢ popiotu, siarki, ciat lotnych itd. w ma-
teriale weglowym). Nalezy traktowac Z jako zmienng losowa, ktora jest funkcja wielkoSci
i gestosci ziarna, czyli Z = Z(p, d). Dla wyznaczenia tej zalezno$ci mozna postuzy¢ sie
klasycznymi metodami statystycznymi, wyznaczajac funkcje regresji drugiego rodzaju.
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W tym rozdziale zastosowana zostanie punktowa aproksymacja zmiennej Z, z uzyciem
teorii krigingu zwyczajnego. Klasycznym pojgciem w teorii krigingu jest funkcja wariogra-
mu funkcji losowej, ktora jest okreslona za pomoca wzoru

Y= ELZ(P+ h)=Z(P)]? (2.61)

gdzie: E(X) oznacza wartos¢ $rednig zmiennej losowej X, natomiast P+/ oznacza punkt odlegly od
punktu P o wielko$¢ A.

Do okres$lenia estymatora empirycznego wariogramu y(/) zastosowano estymator empi-
ryczny Matherona w postaci

| N 5
*(h)=— i Z(P; + h)—Z(P;) (2.62)
Y 2N(h)i:l((l )=Z(P})
gdzie: Z(P;)) - dane doswiadczalne,

N(h) — liczba punktow P;, Psth, ktore sa odlegte od siebie o wielkos¢ 4.

Na podstawie danych empirycznych konstruuje si¢ r6zne modele teoretyczne funkcji
wariogramu. Najpopularniejszymi sa nastgpujace modele teoretyczne:
a) model sferyczny

C- 15ﬁ—05 U ’ +Cqy jezelih<a
m=1""1"2" "4 o) = (2.63a)
C+Cy jezelih>a
b) model wyktadniczy
h
v(h)=C-{1—eXP[—H (2.63b)
a
¢) model Gaussa
h2
y(h)=C-|1-exp - (2.63c¢)
a

d) model liniowy

y(h)=Ah+B (2.63d)
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¢) model potggowy
y(h)=Ch* (2.63¢)

Dla wszystkich modeli przyjmuje sig, ze y(0) =0, czyli w punkcie & =0 funkcje (%)
moga mie¢ punkt nieciaglosci. Celem zastosowania krigingu zwyczajnego jest okreslenie
warto$ci Z w innych punktach niz doswiadczalne. Pozwoli to na precyzyjniejsze okreslenie
badanej wlasciwosci wewnatrz frakcji. To z kolei wptynie na doktadniejsze konstruowanie
réznych krzywych i powierzchni (np. krzywe i powierzchnie wzbogacalnosci Henry’ego,
powierzchnia rozktadu, czy powierzchnie rozdziatu), stosowanych w teorii przerobki surow-
cow mineralnych.

Oznaczajac przez P, punkt, w ktorym chcemy okresli¢ wlasciwos¢ Z przyjmuje sig, ze
estymator tej cechy jest dany wzorem

k
Z5(Py)=> M Z(P;) (2.64)
i=1

gdzie: ); — pewne wspolczynniki,

P; — punkty pomiarowe, ktore leza w najblizszym sasiedztwie punktu Py.

W praktyce polega to na przeanalizowaniu dla danego punktu estymacji Py, czy dodanie
wigkszej ilosci danych powoduje zwigkszenie doktadnosci oszacowania. Wspotezynniki A,

spetniaja zaleznosci
Mttt =1 (2.65)
Aby wyznaczy¢ wspotczynniki A4, ..., A, nalezy wyznaczy¢ minimum funkcji
k 2 (&
LM e N 1) =E(Z(Po )—Z1 M Z(P; )} _“{Zl hi _IJ (2.66)
i= i=

Obliczajac pochodne czastkowe funkcji L 1 przyréwnujac je do zera otrzymujemy uktad
roOwnan zapisany w postaci macierzowe;j

._
>
=2
S

Yu Yoo = Yu
Yoo Yo =0 Y

—_

o>
[N}
-
(8]
S

(2.67)

_.
&
=<
= ...
3

Yoo Yie 0 Tu

S
- >
—_
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gdzie: y; — warto$¢ wariogramu y(h) dla & rownego odlegtosci punktu P; od punktu P;,

Yo — warto$¢ wariogramu y(4) dla 4 rownego odlegtosci badanego punktu Py od punktu P;.

Weryfikacji modelu dokonuje si¢ przez poréwnanie wartosci obliczonych metoda kri-
gingu w punktach do§wiadczalnych P; (kazdorazowo usunigtych z sasiedztwa) z warto§ciami
empirycznymi w tych punktach. Za miar¢ doktadnosci dopasowania przyjmuje si¢ btad
sredniokwadratowy s,.

k
* 2
D (AUPH-Z (P))
s, ==L 2.68
r PR (2.68)
gdzie: Z'(P) — warto§¢ obliczona metoda krigingu zwyczajnego,

Z(P;)) — warto$¢ empiryczna.

242.Kriging w badaniach rozktadéw cech materiatow
uziarnionych

Wielowymiarowa analiza danych jest obecnie czg¢stym zagadnieniem pojawiajacym si¢
w szeregu badan naukowych. Dotyczy to rowniez przerdbki surowcow mineralnych, gdzie
jednym z potencjalnych zastosowan tego typu analizy jest badanie jako$ciowe surowca
mineralnego ze wzgledu na kilka jego cech. Istnieje wiele technik umozliwiajacych tworze-
nie takich modeli. W tym rozdziale zaproponowano metodg krigingu, ze szczegdlnym
uwzglednieniem krigingu zwyczajnego. Zwyczajowo, technika ta wykorzystywana jest
powszechnie w geostatystyce, w badaniach terenowych. Proponowana w pracy metodyka
moze by¢ jednak wykorzystana rowniez w innych celach, w tym w badaniach jakosciowych
wegla. Materiatem do badan byl wegiel pobrany z jednej z kopaln Gérnego Slaska, ktory
wstgpnie zostatl rozdrobniony i podzielony na klaso-frakcje. W kazdej z nich badano
zawarto$ci popiotu, siarki i czg$ci lotnych. Stanowilo to bazg¢ do zastosowania metod
krigingu zwyczajnego.

W celu ustalenia jak ksztattuje si¢ rozklad wielkosci ziarna przy ustalonej ggstosci
zastosowano metodg krigingu zwyczajnego z odpowiednio dobrana funkcja wariogramu. Na
podstawie danych doswiadczalnych dotyczacych rozkladu wielko$ci ziaren wegla, przy
ustalonych gestosciach i odpowiednio dobranym wariogramem symuluje si¢ rozktad wiel-
kosci ziaren przy dowolnej ggstosci.

Przyjgto oznaczenia: D — zmienna losowa okreslajaca wielko$¢ ziarna; P — zmienna
losowa okreslajaca jego gestosé.

Dla wyznaczenia funkcji ggstosci rozktadu warunkowego f(d|p) lub dystrybuanty ta-
kiego rozktadu F(d|p), zastosowano metodg krigingu, aby okresli¢ zaleznos¢ wielkosci
ziarna od jego gestosci.
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Oznaczmy przez D(p) odwzorowanie, ktdre ustalonej ggstosci p przyporzadkowuje
wektor (Dy(p),Dy (p),....Dy (p)), gdzie Di(p) oznacza udzial procentowy i-tej klasy ziar-
nowej w badanym materiale uziarnionym.

Zatozmy, ze dysponujemy wartosciami odwzorowania D(p) dla py, ps, ..., P, 1 chcemy
oszacowac warto$¢ D(py), gdzie p oznacza dowolna dopuszczalna warto$¢ gestosci materiatu.

Zastosowanie metody krigingu zwyczajnego wymaga zatozenia, ze pole losowe jest
polem stacjonarnym, czyli ze E(D;(p)-D;(p+h))=0 i V(D;(p)-D;(p+h))=2y(h),
gdzie E(X) jest warto$cia $rednia zmiennej losowej X, a V jest jej wariancja (Namystowska-
-Wilczynska 1995, 2006).

Funkcje y(h) nazywa si¢ wariogramem (lub semiwariogramem). W praktyce oznacza to,
ze dla oszacowania zmiennej D;(po) bierze si¢ pod uwagg tylko przedziat pe[a, b], w ktorym
te postulaty moga by¢ spelnione.

Przyjmuje sig, ze estymatorem D,(po) jest predyktor

m m
D; (po)=D D (py ) gdzie D 2y =1 (2.69)
k=1 k=1

Nalezy dobra¢ wartosci A;, i =1, ..., m tak, aby funkcja

m
F(M,mlm)=V{Di(90)—zlkDi(Pk)J (2.70)
k=1
m
osiggata minimum przy warunku z A =1 Korzystajac z funkcji Lagrange’a
k=1
m
LA oo My s 1) = F (Mg e gy )R D A 2.71)
k=1
otrzymujemy uktad rownan, z ktérego mozna wyznaczy¢ optymalne wartosci Ay,..., A,, oraz

p (wzor (2.67)).
Uktad ten, dla badanego zagadnienia, ma postaé

r-x=r, (2.72)

gdzie

_Y(hn) Y(hlz) Y(hlm) 1
Y(l.zm) 7(11’22) Y("fz»:)

T G) 10 ) o 1y m)
v(,) v(,) o v(,,)

1 1 1 0

—_ =

(2.73)
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A v(ho)
Ay v(hyo)
X=l | In= (2.74)
Am V(7o)
n 1
gdzie: py; — odleglo$¢ pomiedzy gestosciami p; i p; dla i=1,..., m, j=1,..., m,
hio — odleglo$¢ pomigdzy gestoscia p; i po, i=1,..., m,

v(h) odpowiednio dobrana funkcja wariogramu.

Jednym z wazniejszych elementow metody krigingu zwyczajnego jest dobor odpowied-
niej funkcji wariogramu. Przy doborze tej funkcji rozwazano wszystkie typy: sferyczny,
wyktadniczy, Gaussa, potggowy i liniowy (wg wzorow (2.63a—e)).

Estymator Matherona (wzér (2.62)), w tym przypadku ma postac:

* 1 N 2
Y (h)—m i (D(p; +h)=D(p;)) (2.75)

i=1

gdzie: N(h) oznacza liczbg par (p;, p/+h), oddalonych o odlegto$é A.



3. Zastosowania praktyczne probabilistycznych modeli
teoretycznych

3.1. Aproksymacja krzywych wzbogacalnosci Henry’ego

W celu przeprowadzenia przedstawionego w rozdziale 2 opisu dokonano rozdzialu wegla
typu 31 (patrz zatacznik), pobranego z jednej z kopaln Gornoslaskiego Okregu Przemy-
stlowego i podzielono na frakcje wedtug gestosci (1,3; 1,4; 1,5; 1,6; 1,7; 1,8; 1,9).

Wyniki do$wiadczalne przedstawia tabela 3.1.

Tabela 3.1
Rozdziat wegla na frakcje gestosciowe
Table 3.1
Separation of coal into density fractions
Pi1—Pi Srednia gesto$é po; | Udziat procentowy v; | Udziat skumulowany y;| Zawarto$¢ popiotu A
[g/em’] [g/cm’] [%] [%] [%]
<1,3 0,65 62,47 62,47 2,61
1,3-1,4 1,35 23,99 86,46 3,77
1,4-1,5 1,45 6,18 92,64 17,32
1,5-1,6 1,55 2,29 94,93 26,08
1,6-1,7 1,65 0,66 96,59 32,48
1,7-1,8 1,75 2,75 98,34 38,34
1,8-1,9 1,85 1,66 100 48,32

Do aproksymacji funkcji zastosowano funkcje logistyczne (rownanie 2.9¢), osobno
dla frakcji o gestosci mniejszej niz 1,4 [g/cm’] oraz frakcji o gestosci wickszej niz 1,41
[g/cm’], ktore potaczono na odcinku (1,4-1,41) funkcja liniowa. Dla frakcji o gestosci
mniejszej niz 1,3 wyznaczono zawarto$¢ popiotu w punktach o wartoséci ich wspot-
rzg¢dnej gestosci rownych 0,5; 0,8 oraz 1,0 (wielkos$ci czysto teoretyczne, ktére nie
wystepuja w praktyce), stosujac metodg krigingu zwyczajnego, a nastepnie dokonano
aproksymacji.



38

Funkcja A (p) ma wigc postac

1

dlap <14
1+ 5167,27¢ 3793
Lo (P)=409327p 11748 dlap e(1,4;141) (3.1)
! dlap > 141

1+971,25¢ 7393

Do wyznaczenia funkcji F(p) uzyto rozktadu logistycznego (rownanie 2.9c) oraz roz-
ktadu GSA (réwnanie 2.9f), dla frakcji o gestosci mniejszej niz 1,3 [g/cm’] wykorzystano
punkty otrzymane za pomoca metody krigingu zwyczajnego (Niedoba, Tumidajski 2012).

Otrzymana funkcja F(p) przedstawia si¢ nastgpujaco

0,0082p 103464 gla p <1,32

Fp)= ! e dlap>132
1+272,3427¢ 3813

(3.2)

Do oceny jakosci aproksymacji zastosowano btad sredniokwadratowy (zwany rowniez
odchyleniem resztowym) s,, wedtug wzoru (3.3)

S, :\/Zle(f([)i )—f(p; ))2

PR 3.3)
gdzie: ]7(p,-) — warto$¢ teoretyczna,
f(;) — warto$¢ eksperymentalna,
k-2 - ilo$¢ pomiaréw, pomniejszona o ilo$¢ badanych zmiennych, czyli w tym przy-
padku o 2.

Dla funkcji Ao(p) s, = 1,14%, a dla funkcji F(p) s, = 0,78%. Mozna wigc uznac, ze funkcje
te sa dobrymi aproksymantami badanych zalezno$ci.

Wyniki aproksymacji zamieszczono w tabeli 3.2 oraz na rysunkach 3.1 1 3.2.

Po przeksztatceniu wzoru (2.9¢) otrzymano dla x = p, F(x) =y

p=F ' (y)=2 (Inby—In(1-7) (3.4
C

A nastgpnie, stosujac powyzszy wynik we wzorze (3.2), po przeksztatceniach uzyskano
zaleznos$c¢ (3.5)
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Tabela 3.2
Wyniki doswiadczalne i teoretyczne dla funkcji Ao(p) i F(p)
Table 3.2
Experimental and theoretical results for functions Ay(p) and F(p)
Ggstosc p Fo(p) — F(p)— Zawarto$¢ popiotu A(p) | Zawarto$¢ popiotu Ay(p)
[g/em’] do$wiadczalna teoretyczna [%] — doswiadczalna [%] — teoretyczna
1,3 62,47 63,00 2,61 2,60
1,4 86,46 86,82 3,77 3,78
1,5 92,64 91,84 17,32 18,40
1,6 94,93 95,95 26,08 24,42
1,7 96,59 97,04 32,48 31,63
1,8 98,34 98,25 38,34 39,96
1,9 98,96 98,96 48,32 48,70
03
S
o
* =mp
73 s 152 03
o3
13 L4 1= L& 17 18 1.9 2
plefem?]
Rys. 3.1. Wykres aproksymowanej funkcji F(p)
Fig. 3.1. Plot of approximated function F(p)
v 0,0604
-1 —_— dla y<0,8107
= F = ( j y ’ 3 .5
p=F"(1) 0,0082 (3:5)

0,1868[In (272,3427y)~In(1-y)] dla y > 0,8107
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Rys. 3.2. Wykres aproksymowanej funkcji Ao(p)

Fig. 3.2. Plot of approximated function Ay(p)
Ostatecznie funkcja A (v)=Aq (F - (y)) ma postac

1
14+ 5167,27¢ > L0698y 0604

1
dl 0,8107 0,8682
M (V) =1 145167.27¢0-7085(ny=In(1-y)+5.,607) av<[0.8107 0.8682] (3.6)

0,1742(Iny -In(1-v))—-0,198 dla y € (0,8682; 0,8742)
! dla y>0,8742

dla y <0,8107

1+ 971250 0-6712(In y=In(1=y)+5,607)

Wartos$ci A;(y) przedstawiono w tabeli 3.3 i zobrazowano na rysunku 3.3.

Funkcjg A (y) mozna aproksymowac rowniez w inny sposob, a mianowicie korzystajac
z faktu, ze ye[0, 1] oraz warto$ci skumulowanego y stanowia ciag rosnacy, mozna aproksy-
mowac¢ funkcjg y = (L) funkcjami opisujacymi dystrybuanty zmiennej losowej, a nastgpnie
wyznaczajac funkcj¢ odwrotna y = o! (M) uzyskuje si¢ poszukiwana zaleznosc.

Do aproksymacji funkcji y(A) zastosowano potaczenie dwoch funkcji typu logistycznego
(rownanie (2.9c)) (warto§¢ w punkcie A =0,1 zostalta wyznaczona za pomoca metody
krigingu zwyczajnego) otrzymano

L dai<ol 37
)= 1409955
dia 2> 0.1

1+ 0,575008-2088%
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Tabela 3.3
Wartosci funkcji wzbogacalnosci L(y)
Table 3.3
Values of beneficiation function A(y)
v [%] M(y) [%]
62,47 2,59
86,46 3,63
92,64 19,51
94,93 23,76
96,59 29,35
98,34 40,72
100 49,24
=]
=0
A0
:r: =)
Lo
20
10
, _zﬁ
i 20 A0 &0 a0 100
¥
Rys. 3.3. Funkcja wzbogacalno$ci Henry’ego A4(y)
Fig. 3.3. Henry’s beneficiation function A,(y)
Jezeli funkcja y(A)=———, to funkcja do niej odwrotna jest postaci
1+ be™¢
1
AMy)=—(Iny—In(1=y)+ Inb) (3.8)

c
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Stosujac powyzszy zwiazek dla réwnania (3.7) otrzymuje si¢ nastgpujaca posta¢ szu-
kanej funkcji

0,026 dlay <051
Ay (1) = 0,072(In y—In(1-y)—0,0045) dlay e(0,51;0,8) (3.9)
2077 0123ny—In(1=y)-0,55) dla y € (0.8 0,99) '

0,49 dlay (0,99 1)

Wiyniki aproksymacji powyzsza funkcja zaprezentowano w tabeli 3.4 oraz na rysunku 3.4.

Tabela 3.4

Wartosci funkcji wzbogacalnosci Ly(y)

Table 3.4

Values of beneficiation function A,(y)

v [%] 2a(y) [%]
(do$wiadczalne) (rownanie 3.9)
62,47 3,60
86,46 15,84
92,64 24,10
94,93 28,95
96,59 33,99
98,34 42,97

100 49,23

Warto$é érednia A zawarto$ci popiotu w catoéci materiatu jest wowczas zadana wzorem
— ¢l
o= My (3-10)

Natomiast jezeli A; oznacza $rednia zawarto$¢ procentowa popiotu w i-tej frakcji
w stosunku do cato$ci materiatu, to jest zadana wzorem:

h=[ My G-11)
Yi-1

gdzie: vy, — skumulowany wychod frakcji i-1-¢j,

vi — skumulowany wychod frakeji i-tej.
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ity

i) 20 A0 (=11} a0 100

Rys. 3.4. Funkcja wzbogacalno$ci Henry’ego A,(y)

Fig. 3.4. Henry’s beneficiation function A,(y)

Na podstawie wzoréw (3.9) 1 (3.10) otrzymuje sig, ze Srednia zawarto$¢ popiotu w catym
badanym materiale wynosi

,8

—
) =j0 My )dy = 0026701 +0,072[y Iny + (1-7) In(1-7) - 0,0045y][ "%,

0

+0.12[y Iny + (1=y) In(1-7) = 0,55]|"3” +04%[{ 5 =72%

Natomiast jezeli obliczy si¢ A na podstawie wynikow doswiadczalnych, czyli A = Zl. fiki,
gdzie A; oznacza procentowa zawartos¢ popiotu w i-tej frakcji, a f; wychod tej frakeji, to
otrzymuje si¢, ze r=6,2%.

Obliczajac na podstawie wzoru (3.11) $rednia zawarto$¢ popiotu w i-tej frakcji w sto-
sunku do cato$ci materiatu otrzymuje si¢ wyniki, ktore przedstawiono w tabeli 3.5.

Jezeli do oceny jakosci przyblizenia zastosuje si¢ btad sredniokwadratowy s, dla A;, to
otrzymuje sig, ze s, = 0,2%.

Poréwnujac wyniki na zawarto$¢ srednig popiolu w catym materiale (réznica wynosi 1%)
oraz badajac rdéznicg¢ migdzy zawartosciami popiolu w poszczegdlnych frakcjach w stosunku
do calego materiatu, uzyskanymi na podstawie wynikow do$wiadczalnych, a wynikami
uzyskanymi poprzez aproksymacj¢ (btad s, =0,2%) mozna przyja¢, ze krzywa wzboga-
calnos$ci Henry’ego dobrze opisuje przebieg tego procesu.

Przeprowadzone obliczenia mozna spuentowac nastgpujacymi stwierdzeniami:

1. Otrzymane wyniki aproksymacji dwuwymiarowej pozwalaja stwierdzié¢, ze zapre-
zentowana metodyka moze by¢ z powodzeniem stosowana do aproksymacji podstawowych
krzywych wzbogacalnosci Henry’ego, co potwierdza fakt, ze $rednia zawarto§¢ popiotu
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Tabela 3.5

Srednie zawartoéci popiotu w i-tej frakcji
Table 3.5

Mean ash contents in i fraction

p — gestosé frakcji PO);i;iia\;v:rft;fcji Wychod frakeji f; (do:\ili:d{:lj;lne) )y teoretyczne
1,3 0,0261 0,6247 0,0163 0,0153
1,4 0,0377 0,2399 0,0090 0,0190
1,5 0,1732 0,0618 0,0107 0,0120
1,6 0,2608 0,0229 0,0060 0,0060
1,7 0,3248 0,0166 0,0053 0,0052
1,8 0,3834 0,0175 0,0067 0,0066
1,9 0,4832 0,0166 0,0080 0,0079

obliczona na podstawie wynikéw doswiadczalnych nie rdzni si¢ w znaczacy sposob od
warto$ci wyliczonej na podstawie teoretycznej krzywej Henry’ego (rdéznica o 1%). Ponadto
roéznica migdzy $rednimi zawarto§ciami popiotu w poszczegolnych frakcjach w stosunku do
catego materiatu, uzyskanymi na podstawie wynikéw doswiadczalnych a wynikami teo-
retycznymi dla A,(y) (krzywej otrzymanej na drodze obliczenia funkcji odwrotnej
Y = (1)) nie jest duza (s, = 0,2%), co $wiadczy o prawidlowosci stosowanej metody
aproksymacyjnej. Mozna przyjac, ze uzyskana krzywa teoretyczna A,(y) jest dobra apro-
ksymacja krzywej wzbogacalnosci Henry’ego A = A(Y).

2. Przedstawienie w postaci analitycznej krzywej Henry’ego pozwala oszacowaé za-
warto$¢ badanego skladnika (w dowolnej frakcji badanego materialu, tzn. w dowolnym
zakresie gestosci). Aproksymacja krzywa A(y) (otrzymanej na drodze kompilacji rozktadow
logistycznego i GSA), ze wzgledu na bardziej skomplikowana postaé jest mniej uzyteczna
praktycznie.

3. Zastosowanie metody krigingu zwyczajnego do wyznaczenia szukanych warto$ci
interesujacych parametrow badanego materiatu (jak np. gestos$¢, czy zawartos¢ popiotu)
potwierdza mozliwo$¢ stosowania tej metody w przypadku braku mozliwosci uzyskania
danych eksperymentalnych.

3.2. Ocena zawartoS$ci popiolu w weglu za pomoca nieparametrycznych metod
statystycznych

Wegiel wchodzacy jako nadawa do procesu przerdbczego jest zazwyczaj mieszaning
wegli pochodzacych z réznych pokladow danej kopalni. Kazdy poktad charakteryzuje sig
odmiennymi cechami i generuje rozne typy rozktadow badanych parametrow, zatem rozktad
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badanej cechy w catej partii wegla bedzie mieszaning rozktadow badanej cechy w poszcze-
gblnych poktadach (Niedoba 2005, 2007).

Zatézmy, ze do przerdbki trafia mieszanina wegli pochodzacych z k réznych poktadow,
z ktorych wydobywany jest wegiel. Okreslmy nastgpujace zmienne losowe:

X; — zawartos$¢ popiotu w weglu pochodzacym z i-tego poktadu,i=1, 2, ..., k.

X — zawarto$¢ popiotu w weglu wydobywanym w danej kopalni.

Woweczas rozktad zmiennej losowej X bedzie mieszaning rozktadow zmiennych loso-
wych X, i=1, ..., k

Wobec tego dystrybuanta F(x) zmiennej losowej X przedstawia si¢ nast¢pujaco (Niedoba 2005):

k
F(x)=) p;iF;(x) (3.12)
i=1
gdzie: Fy(x) — dystrybuanta zmiennej losowej X,
Di — procentowy udzial wegla z i-tego poktadu w catej partii wegla.

Natomiast ggstos¢ rozktadu zmiennej losowej X ma postaé:

k
f)=pi fi (x) (3.13)

i=1
gdzie: fi(x) — gestos¢ rozktadu zmiennej losowej X;.

Zatem aby okresli¢ rozktad zmiennej losowej X wystarczy okresli¢ rozktady zmiennych
losowych X;,i=1,2, ..., k.

W tym celu, na podstawie pomiaréw dla kazdego z pokladéw nalezy okresli¢:

— Srednig zawarto$¢ popiotu w weglu [%],

— Srednie odchylenie standardowe o,

— udzialy procentowe p;.

Nalezy ponadto dopasowac funkcje ggstosci rozktadu zmiennych losowych X;. Miarg
dopasowania moze by¢ $rednie odchylenie resztowe

n R 5 (3.14)
S F; ()~ (x;)]
j=1
RY—
g n-2
gdzie: [:“l — dystrybuanta empiryczna,
F; — dystrybuanta teoretyczna,

n — liczba pomiarow.
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W pracy (Niedoba 2007) przedstawiono oszacowanie zawarto$ci popiolu w weglu

pochodzacym z szesciu poktadow pewnej gornoslaskiej kopalni. Dane przedstawiono w ta-

beli 3.6.
Tabela 3.6
Przyktadowe zestawienia procentowych udziatdéw wegla z szesciu poktadow w nadawie trafiajacej do przerobu
Table 3.6
Example of juxtapositions of percentage shares of coal originated from six layers in feed directed to
processing
Nr Poktad Poktad Poktad Poktad Poktad Poktad
i-tego poktadu 1 2 3 4 5 6
[S(;:]dnia zawarto$¢ popiotu w weglu 13 12 15 14 12 s
Srednie odchylenie standardowe o 2,2 1,5 3 43 3,5 1,9
Ml 0 0 0,5 0 0 0,5
M2 0,5 0,5 0 0 0 0
M3 0 0,5 0,5 0 0 0
M4 0,1 0,5 0,1 0,1 0,1 0,1
M5 0,1 0,1 0,5 0,1 0,1 0,1
M6 0,2 0,2 0,2 0,2 0,1 0,1
M7 0 0,15 0,6 0 0,15 0
M8 0 0,3 0,7 0 0 0
M9 0,1 0,2 0,65 0 0,05 0

gdzie M, — My — przyktadowe udzialy procentowe poszczegdlnych poktadow.

Do estymacji funkcji gestosci f;(x) zastosowano:

— rozktad log-normalny,

— metodg jadrowa z jadrem Epanechnikowa oraz jadrem Gaussa,

— metod¢ Fouriera.

Wyniki dopasowania ilustruje tabela 3.7, co przedstawiono na rysunkach 3.5 1 3.6.

Dla wigkszosci poktadow najlepsze przyblizenie stanowi funkcja ggstosci uzyskana

metoda Fouriera, natomiast dla poktadu trzeciego najlepszy wynik daje metoda Gaussa.

Analizujac bledy mozna stwierdzi¢, ze dopasowane rozklady logarytmiczno-normalne

w niektorych przypadkach daja lepsze wyniki niz rozktady uzyskane metodami jadrowymi,

co potwierdza celowo$¢ okreslania rozktadu zawartos$ci popiotu w weglu jako rozktadu

logarytmiczno-normalnego.
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Tabela 3.7

Zestawienie wynikow odchylen resztowych s, dla zastosowanych metod aproksymacji

Table 3.7

Juxtaposition of the results of mean squared errors s, for the applied approximation methods

Poktad Log-norm Epanechnikov Gauss Fourier
I 0,0594 0,0809 0,0800 0,0487

II 0,0576 0,1164 0,1163 0,0422
111 0,0506 0,0472 0,0466 0,0636
v 0,0840 0,0723 0,0702 0,0548
A% 0,0511 0,0647 0,0637 0,0325
VI 0,0659 0,0608 0,0620 0,0490

og

o0a

/.

4
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Rys. 3.5. Zestawienie aproksymant dystrybuant zawarto$ci popiotu w weglu uzyskanych roznymi metodami dla

wegla z poktadu I

Fig. 3.5. Juxtaposition of approximations of coal ash contents distribution functions obtained by various

methods for coal of layer I

Na podstawie otrzymanych wynikéw, najlepsza aproksymacj¢ funkcji gestosci zawar-
tosci popiotu w weglu w nadawie begdzie stanowi¢ mieszanina funkcji ggstosci dla po-

szczegblnych poktadow, dla ktorych wartos¢ s, jest najmniejsza, czyli

Jo)= pi fio (x)

i=1

(3.15)
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gdzie: fi(x) oznacza estymator gestosci w i-tym poktadzie, dla ktérego wartos¢ s, jest najmniejsza
(Martyniak 2004; Niedoba 2004; Niedoba, Tumidajski 2006).
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Rys. 3.6. Poréwnanie dystrybuant otrzymanych dla réznych typéw aproksymacji na przyktadzie mieszaniny
rozktadéw M5

Fig. 3.6. Comparison of distribution functions obtained for various types of approximations on the ex ample
of distribution functions mixture M5

Tabela 3.8 przedstawia prawdopodobienstwa tego, ze zawarto$¢ popiotu w weglu
w nadawie nie przekracza 15% dla przyktadowych mieszanin podanych w tabeli 3.6, przy
zatozeniu, ze dla wszystkich poktadéw funkcje gestosci byly wyznaczane ta sama
metoda jak i1 dla funkcji gestosci, bedacej mieszanina optymalnych estymatoréw na
danym poktadzie.

Obliczone prawdopodobienstwa roznia si¢ w zaleznosci od rodzaju mieszaniny. Dla
rozktadu logarytmiczno-normalnego przyjmuja najwigksze wartosci, ale trzeba wzia¢ pod
uwage, ze rozktad ten nie byt optymalnie dopasowany do rzeczywistego rozktadu; naj-
bardziej prawdopodobne wartosci przedstawia ostatnia kolumna. Wartos$ci tych prawdo-
podobienstw mozna wykorzysta¢ przy ocenie ryzyka ekonomicznego przy podejmowaniu
decyzji determinujacych jako$¢ oferowanego wegla. Bledne oszacowanie jego para-
metréw moze prowadzi¢ do wymiernych strat finansowych, jak rowniez obnizy¢ wartos¢
produktu.

Na podstawie przeprowadzonych obliczen mozna stwierdzi¢, ze:

1. Rozklad zawartosci popiotu w nadawie wegla nalezy rozpatrywaé jako mieszaning
rozktadow tej cechy w poszczegdlnych poktadach.
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Tabela 3.8
Zestawienie wartosci prawdopodobienstwa, ze zawarto$¢ popiotu w nadawie wegla nie przekracza 15%
P(X <15%)
Table 3.8
Juxtaposition of the probability values that the ash contents in coal feed do not exceed 15% P (X <15%)
Typ mieszaniny Log-norm Epanechnikow Gauss Fourier
I 0,5641 0,4704 0,4721 0,5504 0,5338
I 0,9176 0,8296 0,8326 0,9089 0,9089
111 0,7571 0,7055 0,7096 0,7742 0,7577
v 0,8258 0,7496 0,7522 0,8248 0,8315
\% 0,6519 0,5939 0,5968 0,6442 0,6277
VI 0,7383 0,6601 0,6641 0,6887 0,6821
VII 0,6734 0,6263 0,6304 0,6685 0,6488
VI 0,6702 0,6276 0,6319 0,6839 0,6608
IX 0,6725 0,6249 0,6290 0,6762 0,6547

2. Zastosowanie nieparametrycznych metod estymacji pozwala bardziej precyzyjnie
okresli¢ funkcjg gestosci niz w przypadku zatozenia, ze rozklad badanej cechy nalezy do
rodziny rozktadow zadanych z gory (np. rozklad logarytmiczno-normalny).

3. W poszczegolnych poktadach nie zawsze ta sama metoda daje optymalny, mozliwy
efekt, dlatego celowe jest zastosowanie funkcji ggstosci mieszaniny optymalnych estyma-
toréw dla poszczegodlnych frakcji.

4. Metody nieparametrycznej estymacji pozwalaja doktadniej okresli¢c prawdopodo-
bienstwo ryzyka ekonomicznego, zwiazanego z zalozeniem okreslonej jakosci wegla.

3.3. Aproksymacja krzywych skladu ziarnowego za pomoca bayesowskich
estymatorow parametrow w rozkladzie Weibulla

W wielu badaniach majacych na celu poréwnanie efektow rozdrabniania przeprowadza
si¢ aproksymacj¢ otrzymywanych krzywych skladu ziarnowego. Do najbardziej znanych
wzorow aproksymujacych krzywe sktadu ziarnowego naleza funkcje rozktadu logaryt-
miczno-normalnego, Weibulla (RRB), Gaudina-Andrejewa-Schuhmanna (GAS) oraz roz-
ktadu ucigtego Weibulla. Podstawowa metoda wyznaczania parmetréw wystgpujacych we
wzorach funkcji aproksymujacych krzywa sktadu ziarnowego jest linearyzacja tych wzoréw
i zastosowanie metody najmniejszych kwadratow. Jednakze estymatory parametrow uzys-
kane ta droga sa czgsto estymatorami obcigzonymi. Nalezy rowniez podkresli¢, ze krzywa
uzyskana po linearyzacji metoda najmniejszych kwadratow minimalizuje sumg
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Z (w; —(au; + b))z, gdzie w;, u; oznaczaja wartosci nowych zmiennych po linearyzacji,
i

natomiast nie minimalizuje sumy Z (y; —D(x; ))2, gdzie krzywa y=®(x) jest szukana
1

krzywa.

W podrozdziale tym zajmiemy si¢ wyznaczeniem estymatoréw parametrow wystgpujacych
w rozktadzie Weibulla, za pomoca linearyzacji oraz metodami bayesowskimi (Box, Tiao 1992;
Domanski, Pruska 2000; Grabski, Jazwinski 2001; Krzysko 1997; Niedoba 2003b).

W modelu teoretycznym, do opisu krzywej sktadu ziarnowego stosuje si¢ dystrybuanty
rozktadu Weibulla (RRB), o rownaniu (Tumidajski 1993):

@(d):l_expwoﬂ 16

gdzie: d — $rednica ziarna,
¢ — parametr ksztattu,
dy — parametr skali.

Funkcja (3.16) w uktadzie (ln d;InIn IIGDJ przyjmuje posta¢ liniowa y=ax+b i jej

parametry mozna oszacowac¢ metoda najmniejszych kwadratow, gdziex=1Ind, y=InIn ,

a=c,b=-nlnd,.
Funkcja gestosci rozktadu Weibulla ma postac:

c
fld)=-5-a"exp {j} dlad >0 (3.17)
d

0 0

Warto$¢ $rednia zmiennej o rozktadzie Weibulla zadana jest wzorem (Grabski, Jazwinski
2001; Stanisz 2007; Tumidajski 1993):

m=E(D)=dOF(i+lj (3.18)

0
gdzie: T(p)= prflefxdx jest funkcja gamma.
0
Stad otrzymujemy, ze:

_17 (3.19)
F(+1)
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Po podstawieniu do wzoru (3.17) otrzymujemy:

fd)y =% et exp[ {d“ﬂ (3.20)
m€ m

gdzie: o = r(1+ 1],
c

Niech (dy,...,d, ) oznacza realizacjg¢ probki losowej. Funkcja wiarygodnosci odpo-
wiadajaca danej probce losowej ma postac

Sfdle,m)= f(dy;c,m)- f(dy;c,m)...[(dy;¢,m)

czyli

nc
m

Fdlemy="%" get epoZT ~y:| (3.21)

n
gdzie: B=d, dy.d,,y = D df
i=1

Zatozmy, ze warto$¢ Srednia m ma przy danej warto$ci parametru ¢ rozklad o gestosci
g1 (m|c), natomiast parametr ¢ ma rozklad o ggstosci g, (¢). Na podstawie twierdzenia
Bayesa, taczny rozktad parametrow (m, c), przy probee losowej d ma postaé

f(d|m,c)gi (mlc)-g5 (c) .
[ £(d|m,c)g1 (mle)g, (c)dmde

gOm cld) =
]

Q
gdzie: Q oznacza obszar zmienno$ci parametréw m i c.

Dla kwadratowej funkcji strat, bayesowski estymator parametru m wyraza si¢
wzorem

h=E(m|d) = [ mg(m c|d)dmde (3.23)
Q

Przyjmujac rozne rozktady a priori parametrow m i ¢, mozemy wyznaczy¢ ich esty-
matory bayesowskie. W pracy przyj¢to, ze parametr ¢ jest znany (warto$§¢ parametru ¢
oszacowano za pomoca linearyzacji funkcji Weibulla).



52

Jako rozktad a priori parametru m przyjgto rozktad trojkatny dany wzorem:

%(m—mo +¢) jezeli me(my—g,mgy)
grm={ & (3:24)

——2(m—m0 —g) jezeli me(mgy,my+¢)

134 u,s 1
gdzie: m =de,-, =1 5° =72(d,- —mo)2
il Vn n

u, — kwantyl rozktadu normalnego.

Po podstawieniu do wzoru (3.22) otrzymujemy, ze

f(da C|m)g1(m) (325)

[ 7(ds clmgy (mdm

my—¢

g(m|d;c)=

Natomiast bayesowski estymator parametru m ma postaé

my+e
m= J mg(m|d; c)dm
my—¢
skad
my+¢€
[ mpd; clmgy (m)dm
= Mo® (3.26)
my+e
[ 7 clmygy (mydm
my—¢€

Wstawiajac réwnania (3.21) i (3.24) do (3.26), po prostych przeksztalceniach otrzy-
mujemy

myre _Lﬁy
Jc” — e mu(m)(m—mg + eu(m))dm
sy mome M (3.27)
mpre oy
j e e u(m)(m—mg + eu(m))dm
nmy—g

. 1 dlam<m
gdzie: u(m) =
=1 dlam>m
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Dla celow testowania réznego sposobu aproksymacji krzywych sktadu ziarnowego
produktow kruszenia, wykonano proces kruszenia porfiru (w kruszarce szczegkowej) i do-
konano aproksymacji parametrow rozktadu Weibulla poprzez linearyzacj¢ oraz za pomoca
metody bayesowskiej (Box, Tiao 1992; Domanski, Pruska 2000; Grabski, Jazwinski 2001)
poréownano efekty aproksymacji. Obliczen dokonano za pomoca pakietu STATISTICA PL
(Stanisz 2007) oraz programu Microsoft Excel. Pomocne byly tez tablice statystyczne
(Zielinski 1972).

Jako miernik dopasowania przyjeto odchylenie resztowe (blad $rednio kwadratowy)
0 wzorze

(@, (d;)-D, (d;))?
5, ==t (3.28)
k-2

gdzie: @,(d;) — dystrybuanta teoretyczna Weibulla,
® . (d;)— dystrybuanta empiryczna, k —liczba klas.

Badany materiat — porfir, poddano 10-stadialnemu procesowi kruszenia. Dla kazdego
z etapow dokonywano analizy sktadu ziarnowego oraz aproksymowano go za pomoca
rozkladu Weibulla. Do badan wybrano trzy etapy kruszenia, dla ktérych aproksymacja
rozkladem Weibulla, otrzymanym metoda linearyzacji, nie dawala zadowalajacych
efektow.

W wybranych, kolejnych kruszeniach warunki rozdrabniania przedstawialy si¢ na-
stgpujaco:

IT — porfir o klasie (20, 25) mm, 5 kg, kruszarka szczgkowa wypustowa 11 mm (w
kolejnych kruszeniach, nadawa byt produkt z poprzedniego kruszenia).

III — kruszarka szczgkowa, szczelina wypustowa 4,4 mm.

IV — kruszarka szczgkowa, szczelina wypustowa 2 mm.

Wyniki aproksymacji zestawiono w tabelach 3.9-3.11 oraz na rysunkach 3.7-3.9.

Do sprawdzenia jakoSci aproksymacji wybrano te poziomy kruszenia, dla ktérych
krzywa Weibulla, wyznaczona za pomoca linearyzacji nie byla najlepiej dopasowana. Za
kazdym razem estymatory bayesowskie dawaty lepsze dopasowanie. Zasadnym jest wigc
zastanowienie si¢ nad stosowaniem tej metody estymacji parametréw rozktaddéw przy
okreslaniu teoretycznych krzywych sktadu ziarnowego, jak i rozktadéw innych wielkosci
charakteryzujacych materiat uziarniony.
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Tabela 3.9
Poziom 1 kruszenia
Table 3.9
Level I of crushing
d, n; [%] d; @, (d) P, (d) @, (d)
0-5 10,05 2,5 10,05 7,15 7,89
5-6,3 1,94 5,65 11,99 11,41 12,55
6,3-8 2,52 7,15 14,42 18,21 16,56
8-10 6,01 9 20,43 22,74 24,88
10-12,5 13,16 11,25 33,59 33,91 36,78
12,5-16 26,92 14,25 60,51 49,52 62
16-18 9,42 17 69,93 67,43 71,12
18-20 14,40 19 84,33 75,40 78,83
20-25 15,58 22,5 99,91 89,47 91,73

gdzie: @, (d) — dystrybuanta empiryczna, @, (d) — dystrybuanta rozktadu Weibulla, przy parametrach
wyznaczonych przez linearyzacjg, @, (d)— dystrybuanta rozktadu Weibulla, gdzie parametry rozktadu zastapiono
estymatorami bayesowskimi.

Estymatory parametréw rozktadu Weibulla

Estimators of Weibull distribution function

Tabela 3.10

Table 3.10

Estymatory wyznaczone przy pomocy

Estymatory bayesowskie

linearyzacji
¢ dy c dy
Poziom I 2,12 17,05 2,12 16,12
Poziom II 1,49 6,03 1,49 5,48
Poziom III 1,31 3,38 1,31 2,62
Tabela 3.11
Srednie bledy resztowe s,
Table 3.11
Mean squared errors s,
Metoda linearyzacji Metoda bayesowska
Poziom I 5,49 4,47
Poziom II 4,98 3,75
Poziom III 8,04 4,13
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Fig. 3.7. Juxtaposition of porphyry particle size distribution functions obtained by various methods — 1** stage of
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Rys. 3.8. Zestawienie dystrybuant sktadu ziarnowego porfiru, otrzymanych réznymi metodami — II poziom

Fig. 3.8. Juxtaposition of porphyry particle size distribution functions obtained by various methods — 2™ stage
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3.4. Wielowymiarowa analiza wlaSciwos$ci materialéw uziarnionych

W wielu procesach rozdziatu o skutecznosci procesu decyduje wigcej niz jedna cecha
(np. przy wzbogacaniu grawitacyjnym, czy klasyfikacji przeptywowej). Zatem wydaje si¢
zasadnym badanie wielowymiarowych rozktadow wiasciwosci materialu poddawanego
procesowi. Takie podejscie jest stosunkowo nowe i literatura na ten temat jest raczej skromna
(Tumidajski 1997; Niedoba, Tumidajski 2008, 2010; Niedoba 2009, 2011, 2012; Niedoba,
Surowiak 2012; Lyman 1993).

W przypadku wegla najbardziej interesujace dla badacza proceséw przerdbezych sa
zaleznosci opisujace zwiazek migdzy wielkoscia ziarna D, jego gestoscia P oraz $rednia
zawarto$cia popiotu, tzn. dystrybuanta F(d, p) oraz funkcja wzbogacalnosci A(d, p)
(Spottiswood, Kelly 1992).

W pracy (Niedoba 2013) badano rozdziat wegla typu 31 (patrz zalacznik), pochodzacego
z jednej z gornoslaskich kopaln. Rozdzialu dokonywano na podstawie wielko$ci ziarna D
oraz jego gestosci P. Wyniki rozdziatu przedstawiono w tabeli 3.12. Suma wszystkich
udziatéw rowna sie 100%.

Tabela 3.12
Rozktad (wagowy w [%]) klasofrakcji opisujacych wielko$¢ ziaren i ich ggsto$¢
Table 3.12
Distribution (weight [%]) of size and density fractions describing particle size and their density
Frakcja gestosciowa
Pj—1=P; [g/em’]
0-13 | 13-14 | 14-1,5 | 1,5-1,6 | 1,6-1,7 | 1,7-1,8 | 1,8-1,9
Klasa ziarnowa
d,_; —d; [mm]
0-1,00 12,32 2,93 0,47 0,12 0,05 0,40 0,13
1,00-3,15 20,15 4,84 1,25 0,42 0,45 0,39 0,30
3,15-6,30 16,47 8,53 1,38 0,46 0,44 0,42 0,35
6,30-8,00 4,19 1,74 0,32 0,12 0,11 0,12 0,16
8,00-10,00 2,14 1,48 0,34 0,20 0,12 0,07 0,17
10,00-12,50 3,06 1,89 0,64 0,27 0,22 0,18 0,16
12,50-14,00 1,25 1,18 0,14 0,04 0,10 0,06 0,06
14,00-16,00 1,66 0,48 0,84 0,39 0,09 0,03 0,05
16,00-20,00 1,23 0,92 0,79 0,27 0,08 0,10 0,26

Na podstawie wynikéw okreslono dystrybuanty empiryczne rozktadéw brzegowych
Fi(d) i F5(p), jak rowniez taczna dystrybuantg Fo(d, p). Nastgpnie dokonano aproksymacji
rozktadow brzegowych:

— dla zmiennej losowej D zastosowano rozktad Weibulla o dystrybuancie zadanej

wzorem:



56

gdzie: dy,c — parametry;

(3.29)

— dla zmiennej losowej P rozktad logistyczny cenzurowany

D, (p)= !

1+ bexp —c[

gdzie: b,c— parametry.

p

P max _pj

(3.30)

Dopasowania dystrybuant teoretycznych (3.29) i (3.30) dokonano metoda najmniejszych
kwadratoéw, uprzednio linearyzujac te wzory.
Jako$¢ dopasowania tych funkcji ilustruja rysunki 3.101 3.11.
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34.1. Dystrybuanty rozktadéw dwuwymiarowych zmiennych
losowych

Aby okresli¢ zwiazek pomigdzy wielko$cig ziarna a jego gesto$cia w przypadku ba-
danego wegla konieczna jest dwuwymiarowa analiza. Do tego celu pomocna bgdzie tabela
skumulowanego rozktadu klasofrakeji (tab. 3.13), otrzymana na drodze przeksztalcenia
tabeli 3.12, czyli

Tabela 3.13

Skumulowany udziat (%) réznych klas ziarnowych d; i frakcji gestosciowych p; w nadawie wegla

Table 3.13
Accumulated share (weight [%]) of various particle size fractions d; and density fractions p; in coal feed
PriPrl g3 13-14 | 1415 | 1516 | 1,6-1,7 | 1,7-1,8 | 1,819
difl - di
0-1,00 12,32 15,25 15,72 15,84 15,89 16,30 16,42
1,00-3,15 32,47 40,24 41,90 42,49 42,99 43,77 44,23
3,15-6,30 48,94 62,54 68,34 69,34 70,27 71,47 72,28
6,30-8,00 53,13 71,15 74,57 75,69 76,73 78,04 79,05
8,00-10,00 55,26 74,77 78,53 79,85 81,02 82,41 83,55
10,00-12,50 58,32 79,72 84,12 85,70 87,09 88,66 89,98
12,50-14,00 59,57 82,15 86,70 88,33 89,92 91,45 92,80
14,00-16,00 61,23 84,29 89,68 91,71 93,29 94,95 96,32
16,00-20,00 62,46 86,46 92,64 94,93 96,59 98,34 100

Najprostszym sposobem aproksymacji dwuwymiarowej dystrybuanty Fo(d, p) jest jej
prezentacja jako iloczynu dwoch dystrybuant dla zmiennych losowych D i P, co oznacza, ze
(Fisz 1969; Hahn, Shapiro 1994)

Fi(d)F, (p)

Fy(d,p)= 100

(3.31)

Wyniki dla dystrybuanty F3(d, p) przedstawiono w tabeli 3.14.
Aby okresli¢ btad aproksymacji zastosowano $redni btad kwadratowy s, (Dobosz 2001)

k1

ZZ(F} (dl’p] )_FO(diapj ))2
(=F= (332)
N-=-2
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Tabela 3.14
Wyniki dla dystrybuanty F5(d,p)
Table 3.14
Results for distribution function #5(d,p)
PPl g3 13-14 | 1415 | 15-1,6 | 1,6-1,7 | 1,7-1.8 | 1.8-19
diy-d;

0-1,00 10,26 14,20 15,22 15,60 15,87 16,15 16,43

1,00-3,15 27,63 38,24 40,97 41,98 42,72 43,50 44,23
3,15-6,30 45,15 62,49 66,96 68,62 69,81 71,08 72,28
6,30-8,00 49,38 68,33 73,22 75,03 76,34 77,72 79,04
8,00-10,00 52,19 72,24 77,40 79,31 80,70 82,16 83,55
10,00-12,50 56,21 77,80 83,36 85,42 86,91 88,49 89,98
12,50-14,00 57,96 80,22 85,96 88,08 89,62 91,25 92,79
14,00-16,00 60,17 83,28 89,06 91,43 93,03 94,72 96,32
16,00-20,00 62,47 86,46 92,64 94,93 96,59 98,34 100

gdzie: N jest liczba frakcji (N = 63), F5 sa warto$ciami obliczone]j dystrybuanty opartej na war-
to$ciach empirycznych a F to warto$ci empirycznej dystrybuanty. W tym przypadku wartos¢
s, byta rowna 1,37%. Niska warto$¢ bledu oznacza, ze wielko$¢ ziarna D i ggstos¢ P moga by¢
niezalezne od siebie, co jednak nie okazalo si¢ by¢ prawda. Jezeli zamiast dystrybuant
empirycznych F(d) i F»(p) zastosuje si¢ aproksymanty @,(d) i @,(p), dane réwnaniami (3.29)
i(3.30), funkcja ®5(d, p) bedzie dana jako:

@3 (d,p)=D1(d)D;(p) (3.33)
oraz
0,978 (3.34)
d 1
@3 (d,p)=|1-exp ‘(4,33j

1+ 0,66exp| —0,47| —P—
139_p

Wyniki dystrybuanty @;(d, p) zaprezentowano w tabeli 3.15.

Poréwnujac wyniki dystrybuanty empirycznej Fo(d;, p;) oraz dystrybuanty ®;(d;, p;)
otrzymanej na drodze aproksymacji otrzymano warto$¢ btedu s, rowna 4,18%. Wyzsza
warto$¢ bledu jest oczywista, poniewaz biedy aproksymacji @(d) i @,(p) wpltywaja na
wynik koncowy.
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Tabela 3.15
Wyniki dystrybuanty (D(di,pj)
Table 3.15
Results for distribution function (I)(dl»,p/-)
o PPl g 13-14 | 1415 | 15-1,6 | 1617 | 1,7-1,8 | 1819
0-1,00 10,85 13,61 14,37 15,20 15,99 16,42 16,47
1,00-3,15 25,38 31,87 33,63 35,39 37,42 38,44 38,55
3,15-6,30 43,69 54,86 57,89 61,26 64,41 66,16 66,35
6,30-8,00 52,98 66,43 70,20 74,29 78,11 80,23 80,46
8,00-10,00 57,32 71,98 75,96 80,38 84,51 86,82 87,06
10,00-12,50 60,67 76,80 80,39 85,07 89,45 91,88 92,14
12,50-14,00 62,25 78,50 82,84 87,67 92,18 94,68 94,90
14,00-16,00 63,58 79,83 84,25 89,15 93,74 96,22 96,56
016,00-20,00 64,68 81,20 85,70 90,69 95,35 97,74 98,22

Inna droga aproksymowania dystrybuanty F| jest metoda oparta na zastosowaniu rodziny
funkcji Morgensterna, ktora jest zadana réwnaniem ogdlnym (3.35) (Balasubramanian, Beg
1997; Firkowicz i in. 1977; Johnson, Kotz 1972; Niedoba 2009, 201 1a; Niedoba, Tumidajski
2008; Scaria, Nair 1999; Tumidajski 1997)

Fy(d,p)=Fi(d)F, (p)(1+pn(=F (d))(1-F (p))) (3.35)

gdzie: p — staty parametr, ne[-1, 1].

Przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadratow (Firkowicz i in. 1977), poprzez
n k
minimalizacj¢ funkcji L(p ) = z z (Fa(dy,pj)—Fo(d;.p; ))2 , przy warunku, ze pe[—1, 1]
i=1 j=1
mozliwe jest obliczenie wartosci p

[k
> 3 (Fo(diop ) )~F1(d; Fa (p ) DF (d;)Fs (p ;) YA=Fy (d))1-Fy (p ;)
EE (3.36)

[ k
> D FEFdp ) FS (dyp )A=Fy(d;)) (1=Fy(p ;)7
i=1 j=1

Na podstawie danych empirycznych wyznaczono warto$é p= 1 co oznacza, ze rOwnanie
dystrybuanty zadane jest wzorem

Fy(d,p)=Fy(d)F, (p)(1+(1=F (d)(1=F> (p))) (3.37)
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Wyniki aproksymacji z uzyciem Fy(d, p) zostaly zaprezentowane w tabeli 3.16.

Tabela 3.16
Wyniki dystrybuanty Fa(d, p)
Table 3.16
Results of distribution function Fy(d, p)
o a PPl s 13-14 | 14-1,5 | 15-1,6 | 1,6-1,7 | 1,7-1,8 | 1,8-1,9
0-1,00 13,48 15,81 16,15 16,26 16,32 16,39 16,43
1,00-3,15 33,41 41,12 42,65 43,16 43,53 43,89 44,23
3,15-6,30 49,85 64,83 68,32 69,57 70,96 71,40 72,28
6,30-8,00 53,26 70,27 74,20 75,83 76,89 78,00 79,04
8,00-10,00 5541 73,84 78,34 79,97 81,15 82,39 83,55
10,00-12,50 58,32 78,85 83,97 85,85 87,20 88,63 89,98
12,50-14,00 59,53 81,00 86,42 88,40 89,84 91,35 92,79
14,00-16,00 61,00 83,69 89,47 91,61 93,15 94,78 96,32
16,00-20,00 62,43 86,46 92,64 94,93 96,59 99,35 100

Wynik btedu aproksymacji za pomoca funkcji Fy(d, p), przy uzyciu funkcji Morgen-
sterna okazat si¢ by¢ réwny wartosci 0,52%. Zatem zastosowanie dystrybuanty Morgen-
sterna dato lepsze wyniki aproksymacji w poréwnaniu do metody opartej na prostym
iloczynie. Oznacza to, ze istnieje istotny zwiazek pomiedzy wielkoscia ziarna d; i ggstoscia
p;. Jezeli zamiast wartoéci empirycznych zastosuje si¢ aproksymanty ®,(d) oraz ®@,(p), to
warto$¢ parametru p jest nadal réwna 1. Rownanie funkcji @4(d, p) jest wéwczas zadane
wzorem

Dy (d,p)=D1(d)P; (p)(1+ (1= (d))(1-D; (p))) (3.38)

Wartosci dystrybuanty ®4(d, p) podano w tabeli 3.17.

W tym przypadku warto$¢ s, byta roéwna 3,5 %. Jest to warto$¢ mniejsza w poréwnaniu do
aproksymacji funkcja ®s(d, p). Oznacza to takze, ze wielko$¢ ziarna i jego ggstos¢ sa od
siebie zalezne.

Poréownanie wszystkich aproksymacji zaprezentowano na rysunku 3.12 (na wklejce).

Na podstawie powyzszych rozwazan mozna stwierdzi¢, ze jedynie wielowymiarowa
analiza statystyczna moze da¢ wystarczajaco pelna informacj¢ na temat zwiazkow posz-
czegblnych cech materialu uziarnionego. Oprocz klasycznych metod statystycznych mozli-
we jest zastosowanie wielu innych technik, np. rodzina funkcji Morgensterna z zasto-
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Tabela 3.17
Wartosci dystrybuanty ®4(d;, p;)
Table 3.17
Results of distribution function ®4(d;, p;)
a PREPIL 003 | 1304 | 1415 | 1506 | 1617 | 1718 | 1,819
0-1,00 13,94 15,58 15,90 16,18 16,38 16,46 16,47
1,00-3,15 30,71 32,27 36,27 37,27 38,09 38,51 38,55
3,15-6,30 48,71 58,06 60,37 62,84 65,05 66,23 66,35
6,30-8,00 56,52 68,77 71,95 75,40 78,56 80,28 80,46
8,00-10,00 59,86 73,59 77,21 81,18 84,84 86,85 87,06
10,00-12,50 62,30 77,21 81,19 85,59 89,65 91,90 92,14
12,50-14,00 63,53 79,11 83,29 87,91 92,91 94,59 94,85
14,00-16,00 64,33 80,31 84,61 89,39 93,83 96,30 96,56
16,00-20,00 65,07 81,45 86,31 90,81 95,40 97,95 98,22

sowaniem parametrycznych lub nieparametrycznych rozktadow brzegowych. Oprocz takich
cech jak wielkos$¢ i ggstos¢ ziarna mozna brac¢ pod uwagg takze inne cechy, jak np. zawartos¢
popiotu, czy zawartos¢ siarki, ktére rowniez znaczaco wptywaja na jakos$¢ analizowanego
materiatu.

34.2.Zastosowanie nieparametrycznych metod statystycznych

Nie zawsze rozktady parametryczne daja zadowalajaca zgodnos¢ z danymi empiry-
cznymi. W takim przypadku mozna zastosowac nieparametryczne metody statystyczne, tzn.
metodg Fouriera lub/i metodg jadrowa. W pracy (Niedoba 2009) badano rozdziat wegla
pochodzacego z jednej z kopali Gornego Slaska. Rozdziat ten zostal dokonany na pod-
stawie wielkosci ziaren i ich ggstosci.

Wyniki rozdziatu materiatu przedstawiono w tabelach 3.18 1 3.19.

Za pomoca metody najmniejszych kwadratow wyznaczono optymalne p w rozkladzie
Morgensterna i otrzymano dystrybuantg zmiennej (D, P) z poprawka Morgensterna w po-
staci

F(d.p)=F(d)F (p)(1-026(1-F, (d))(1-F, (p))) (3.39)

Do aproksymacji funkcji F(d) (dystrybuanty zmiennej losowej D) zastosowano metodg
jadrowa z jadrem Gaussa.
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Tabela 3.18

Empiryczna funkcja gestosci fld, p) i gestosci brzegowe f1(d) 1 f2(p)
Table 3.18

Empirical statistical density function f{d, p) and marginal statistical density functions fi(d) and f2(p)

p\d 2 32 4 5 6,3 10 12,5 16 18 20 suma

1,26 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0021 | 0,001 | 0,0008 | 0,0005 | 0,0003 | 0,0067

1,3 0,0352 | 0,0283 | 0,0205 | 0,025 | 0,0343 | 0,0894 | 0,0407 | 0,0354 | 0,0109 | 0,0151 | 0,3348

1,35 | 0,0516 | 0,0551 | 0,0388 | 0,0494 | 0,059 | 0,1271 | 0,0536 | 0,0445 | 0,0127 | 0,0182 | 0,51

1,4 | 0,0048 | 0,0048 | 0,0039 | 0,0061 | 0,008 | 0,0171 | 0,0081 | 0,003 | 0,0021 | 0,0029 | 0,0608

1,45 0,003 | 0,0028 | 0,002 | 0,0026 | 0,0032 | 0,0068 | 0,0031 | 0,0025 | 0,0008 | 0,0011 | 0,0279

1,5 0,0017 | 0,0016 | 0,0011 | 0,0014 | 0,0017 | 0,0034 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0146

1,6 | 0,0017 | 0,0013 | 0,0009 | 0,001 | 0,0011 | 0,0024 | 0,0012 | 0,0009 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0113

1,8 {0,0013 |0,0011 | 0,0008 | 0,0008 | 0,001 | 0,002 | 0,0008 | 0,0006 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0089

2 0,0007 | 0,0005 | 0,0004 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0007 | 0,0003 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0037

2,2 10,0035 | 0,0027 | 0,0018 | 0,0019 | 0,0023 | 0,0048 | 0,0019 | 0,0014 | 0,0004 | 0,0006 | 0,0213

suma | 0,1039 | 0,0986 | 0,0705 | 0,0889 | 0,1115 | 0,2558 | 0,1122 | 0,0907 | 0,0285 | 0,0394

Tabela 3.19

Dystrybuanta empiryczna F(d, p) i dystrybuanty brzegowe Fi(d) i F»(p)
Table 3.19

Empirical distribution function F(d, p) and marginal distribution functions F(d) andF,(p)

p\d 2 3,2 4 5 6,3 10 12,5 16 18 20

1,26 0,0004 | 0,0008 | 0,0011 | 0,0015 | 0,002 | 0,0041 | 0,0051 | 0,0059 | 0,0064 | 0,0067

1,3 0,0356 | 0,0643 | 0,0851 | 0,1105 | 0,1453 | 0,2368 | 0,2785 | 0,3147 | 0,3261 | 0,3415

1,35 0,0872 | 0,171 | 0,2306 | 0,3054 | 0,3992 | 0,6178 | 0,7131 | 0,7938 | 0,8179 | 0,8515

1,4 0,092 | 0,1806 | 0,2441 | 0,325 | 0,4268 | 0,6625 | 0,7659 | 0,8496 | 0,8758 | 0,9123

1,45 0,095 | 0,1864 | 0,2519 | 0,3354 | 0,4404 | 0,6829 | 0,7894 | 0,8756 | 0,9026 | 0,9402

1,5 0,0967 | 0,1897 | 0,2563 | 0,3412 | 0,4479 | 0,6938 | 0,8018 | 0,8894 | 0,9167 | 0,9548

1,6 0,0984 | 0,1927 | 0,2602 | 0,3461 | 0,4539 | 0,7022 | 0,8114 | 0,8999 | 0,9276 | 0,9661

1.8 0,0997 | 0,1951 | 0,2634 | 0,3501 | 0,4589 | 0,7092 | 0,8192 | 0,9083 | 0,9363 | 0,975

2 0,1004 | 0,1963 | 0,265 0,352 | 0,4612 | 0,7122 | 0,8225 | 0,9118 | 0,9399 | 0,9787

2,2 0,1039 | 0,2025 | 0,273 | 0,3619 | 0,4734 | 0,7292 | 0,8414 | 0,9321 | 0,9606 1
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Otrzymano nastgpujaca posta¢ dystrybuanty:

1 & d—d;
F;(d =7§ n; ! (3.40)
1(d) ns 2,14)
gdzie: n; — udziat i-tej klasy ziarnowej,

k — ilos¢ klas.

Wyniki aproksymacji zawarto w tabeli 3.20.

Tabela 3.20
Wyniki aproksymacji dystrybuanty F, (d)
Table 3.20
Results of approximation of distribution function £ (d)
d; [mm] n; Fop [%] Fireor [%0]

<2 10,39 10,39 9,48
<3,2 9,86 20,25 17,29
<4,0 7,05 27,30 22,99
<5,0 8,89 36,19 30,73
<6,3 11,15 47,34 41,52
<10,0 25,58 72,92 71,37
<12,5 11,22 84,14 86,57
<16 9,07 93,21 90,71
<18 2,85 96,06 95,23
<20 3,94 100 100

Jako miarg dopasowania rozktadu zastosowano btad sredniokwadratowy

s _\/Z (Femp (di )_Fteor (di ))2
" n—2

Przy aproksymacji funkcja jadrowa Gaussa uzyskano btad s, = 3,62%. Wynik aproksy-
macji zobrazowano na rysunku 3.13 (na wklejce).

Dla aproksymacji dystrybuanty zmiennej P (ggstosci ziaren) postuzono si¢ metoda
Fouriera.

Dystrybuanta ma wowczas postac

118sinm 27220 1 0.06405sin 21 2220 4 0.27915in 30 220
Fip)=P 126, V2 0.94 0.94 0,94 (3.41)
: 094 =« . p-126 . p-126
+0,1554sin 47 +0,0449sin 5t ————

s s



64

Wyniki aproksymacji przedstawione sa w tabeli 3.21 oraz narysunku 3.14 (na wklejce).

Tabela 3.21
Wyniki aproksymacji dystrybuanty F; (p)
Table 3.21
Results of approximation of distribution function £, (p)

" /‘;‘n}] n Fonp [%] Freor [%]
<1,26 0,67 0,67 0
<1,30 33,48 34,15 32,19
<1,35 51,00 85,15 81,92
<1,40 6,08 91,23 92,87
<1,45 2,79 94,02 93,61
<1,50 1,46 95,48 95,36
<1,60 1,13 96,61 96,28
<1,80 0,89 97,50 97,87
<2,00 0,37 97,87 98,54
<2,20 2,13 100 100

Blad aproksymacji w tym przypadku wynosi s, = 1,35%.

Dla tak zadanych dystrybuant funkcji brzegowych dokonano aproksymacji dystrybuanty
zmiennej dwuwymiarowej F(d, p) wedhug wzoru (3.39) Wyniki tej aproksymacji zawarto
w tabeli 3.22, a wykres otrzymanej powierzchni przedstawiono na rysunku 3.15 (na wklejce).

Blad aproksymacji dla dystrybuanty zmiennej dwuwymiarowej wyniost s, = 0,0301.

Uzyskane wyniki pozwalaja stwierdzi¢, ze otrzymana dystrybuanta teoretyczna F(d, p)
wystarczajaco dobrze aproksymuje rzeczywisty rozkltad zmiennej losowej (D, P). Niewielka
warto$¢ wspotczynnika Morgensterna 1 = —0,26118 nie przeczy hipotezie niezalezno$ci
zmiennych D i P, tzn. ze F'(d,p)=F(d)-F, (p). Rozktad uzyskany poprzez klasyczne
mnozenie dystrybuant brzegowych daje znaczaco inny wynik (gorzej dobrany) w porow-
naniu do zastosowanego rozkladu Morgensterna. Swiadczy to o shusznosci stosowania metody.

3.5. Rozklady warunkowe

Innym podejsciem do opisu wlasciwosci materiatu uziarnionego wielowymiarowymi
rozktadami zmiennych losowych jest zastosowanie rozktadéw warunkowych. Jak wiadomo,
w przypadku wegla jednymi z najbardziej interesujacych sa zwiazki pomigdzy wielkoscia
ziarna D 1 jego gestoscia P (dystrybuanta F(d, p)).
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Fig. 3.12. Comparison of distribution functions a) empirical distribution function Fy(d, p); b) distribution
function F3(d, p); ¢) approximated distribution function ®;(d, p); d) distribution function Fy(d, p);
e) approximated distribution function ®4(d, p)
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Rys. 3.13. Poréwnanie dystrybuanty brzegowej F(d) uzyskanej metoda jadrowa Gaussa z dystrybuanta empiryczng

Fig. 3.13. Comparison of marginal distribution function F(d) obtained by Gauss kernel method and empirical
distribution function
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Fig. 3.14. Comparison of marginal distribution function F(p) obtained by Fourier method and empirical
distribution function
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Rys. 3.15. Wygtadzona dystrybuanta rozktadu F(d, p) uzyskana metoda Morgensterna

Fig. 3.15. Smoothed distribution function F(d, p) obtained by Morgenstern method
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Tabela 3.22
Dystrybuanta teoretyczna F(d, p)
Table 3.22
Theoretical distribution function F(d, p)
2 3,2 4 5 6,3 10 12,5 16 18 20
1,26 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1,3 0,0256 | 0,0475 | 0,0639 | 0,0867 | 0,1198 | 0,2180 | 0,2720 | 0,2871 | 0,3039 | 0,3219
1,35 0,0743 | 0,1361 | 0,1814 | 0,2435 | 0,3307 | 0,5767 | 0,7046 | 0,7398 | 0,7783 | 0,8192
1.4 0,0865 | 0,1580 | 0,2104 | 0,2817 | 0,3813 | 0,6592 | 0,8019 | 0,8409 | 0,8836 | 0,9287
1,45 0,0874 | 0,1596 | 0,2124 | 0,2843 | 0,3848 | 0,6649 | 0,8085 | 0,8472 | 0,8907 | 0,9361
L5 0,0894 | 0,1632 | 0,2171 | 0,2905 | 0,3931 | 0,6782 | 0,8241 | 0,8640 | 0,9075 | 0,9536
1,6 0,0904 | 0,1651 | 0,2196 | 0,298 | 0,3974 | 0,6852 | 0,8324 | 0,8725 | 0,9164 | 0,9628
1.8 0,0923 | 0,1684 | 0,2240 | 0,2995 | 0,4050 | 0,6973 | 0,8466 | 0,8873 | 0,9317 | 0,9787
2 0,0930 | 0,1698 | 0,2258 | 0,3020 | 0,4082 | 0,7025 | 0,8526 | 0,8935 | 0,9382 | 0,9854
2,2 0,0948 | 0,1729 | 0,2299 | 0,3073 | 0,4152 | 0,7137 | 0,8657 | 0,9071 | 0,9523 1

Jezeli oznaczy sig przez F'(d|p ) dystrybuantg rozktadu warunkowego zmiennej losowej
D, przy warunku P = p, tzn.

F(dlp)=P(D<dAP=p)
oraz jako F(p) dystrybuantg rozktadu jednowymiarowego zmiennej losowej P to zachodzi
wzOr

F(d,p)=F(d|p)-F(p)

Dystrybuante rozktadu ggstosci ziarna P mozna aproksymowac cytowanymi i stoso-
wanymi w poprzednich podrozdziatach niniejszej pracy parametrycznymi lub nieparame-
trycznymi rozktadami zmiennych losowych.

W tej czgscei podjeto probe aproksymacji rozktadu warunkowego F'(d|p ). Badania oparto
na wynikach badan laboratoryjnych materiatu weglowego typu 31 (patrz zalacznik), ktory
rozdzielono na dziewig¢ klas ziarnowych, a nastgpnie kazda z nich rozdzielono na osiem
frakcji ggstosciowych w wyniku przeprowadzenia analizy densymetryczne;.

Na podstawie wynikow doswiadczalnych skonstruowano warunkowa empiryczna dy-
strybuantg¢ F(d|p) dla zmiennej D, dla kazdej klasy ziarnowej przy ustalonej wartosci
gestosci. Nastgpnie, za pomoca dystrybuanty rozktadu Weibulla dokonano aproksymac;i,
stosujac wzor (Tumidajski 1997):

D(d)=1-exp {ch (3.42)

gdzie b i c sa parametrami.
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Otrzymane wyniki zostaly zamieszczone w tabelach 3.23-3.30.

Tabela 3.23

Wiyniki dystrybuanty do§wiadczalnej i teoretycznej dla p<l1,3
Table 3.23

Results for experimental and theoretical functions for p<1,3

d [mm] 0,5-1 1-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 14-16 16-20

F(dlp) 12,66 43,03 75,62 83,12 86,68 91,74 94,22 97,52 100

D(d|p) 11,15 38,91 77,63 85,08 88,24 93,12 95,73 97,12 98,62

Tabela 3.24

Wiyniki dystrybuanty do§wiadczalnej i teoretycznej dla pe[1,3, 1,4]
Table 3.24

Results for experimental and theoretical functions for pe[1,3, 1,4]

d [mm] 0,5-1 1-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 14-16 16-20

F(dlp) 14,91 45,12 74,46 82,47 89,55 93,81 96,59 97,91 100

D(d|p) 11,64 41,84 73,75 83,45 90,90 95,90 97,51 98,87 99,71

Tabela 3.25

Wiyniki dystrybuanty do§wiadczalnej i teoretycznej dla pe[1.,4, 1,5]
Table 3.25

Results for experimental and theoretical functions for pe[1,4, 1,5]

d [mm] 0,5-1 1-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 14-16 16-20

F(dlp) 6,60 23,85 48,17 55,39 64,84 73,23 78,59 87,26 100

D(d|p) 5,05 21,64 46,29 57,60 63,91 74,32 81,65 88,260 94,80
Tabela 3.26
Wiyniki dystrybuanty dos§wiadczalnej i teoretycznej dla pe[1,5, 1,6]
Table 3.26
Results for experimental and theoretical functions for pe[1,5, 1,6]
d [mm] 0,5-1 1-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 | 14-16 16-20
F(dlp) 5,31 23,34 43,44 57,50 69,12 75,10 80,20 88,28 100
(d|p) 4,76 21,16 46,14 57,70 68,98 79,67 81,40 87,11 95,25
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Tabela 3.27

Wiyniki dystrybuanty do$§wiadczalnej i teoretycznej dla pe[1,6, 1,7]
Table 3.27

Results for experimental and theoretical functions for pe[1,6, 1,7]

d [mm] 0,5-1 1-3,15 | 3.15-6.3 | 6.3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 | 14-16 16-20
F(dlp) 3,85 27,04 57,28 64,30 71,78 83,56 89,78 95,29 100
D(d|p) 4,49 23,87 55,03 62,18 75,08 85,97 92,04 95,35 99,17
Tabela 3.28
Wiyniki dystrybuanty do§wiadczalnej i teoretycznej dla pe[1,7, 1,8]
Table 3.28
Results for experimental and theoretical functions for pe[1,7, 1,8]
d [mm)] 0,5-1 1-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 | 14-16 16-20
F(dlp) 23,52 44,61 68,63 75,26 79,44 83,51 92,72 94,36 100
D(d|p) 19,03 45,79 73,42 71,73 84,83 90,48 93,70 95,61 98,43
Tabela 3.29
Wiyniki dystrybuanty do$wiadczalnej i teoretycznej dla pe[1,8, 1,9]
Table 3.29
Results for experimental and theoretical functions for pe[1,8, 1,9]
d [mm] 0,5-1 1-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 | 14-16 16-20
F(dlp) 7,64 27,72 49,61 60,53 69,96 80,04 83,19 85,32 100
D(d|p) 6,27 24,72 50,51 61,18 71,68 81,41 83,70 88,10 95,43
Tabela 3.30
Wiyniki dystrybuanty do§wiadczalnej i teoretycznej dla pe[1,9, 2,0]
Table 3.30
Results for experimental and theoretical functions for pe[1,9, 2,0]
d [mm] 0,5-1 1-3,15 | 3,15-6,3 | 6,3-8 8-10 10-12,5 | 12,5-14 | 14-16 16-20
F(dlp) 10,65 25,90 36,43 56,01 67,70 74,18 80,75 89,89 100

@(d|p)

8,06 27,76 36,86 57,49 67,45 76,79 82,99 96,06 99,39
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Otrzymane dystrybuanty warunkowe dla catego sktadu ziarnowego zadane sg wzorem:

1 —exp) —[ d JI’OZ dlap <1,3
421
1 —exp) 7( d 1~29 dlap € (1,3:1,4]
5,07
d 1,35
1 —exp) —[%] dlap e (1,4:1,5]
1—exp -[ij a dlap € (1,5;1,6] (3.43)
892
O(dlp) = 155
1 —exp) 7( 7,6128] dlap e (1,6;1,7]
1 —exp) —[ d ]0‘99 dlap e (1,7;1,8]
4,74
1 —exp) 7[LJ 1,29 dlap e (1,8;1,9]
835
1 —exp) 7(LJ a dlap € (1,9;2,0]
846

Jako miar¢ dopasowania zastosowano blad sredniokwadratowy s,, zadany wzorem (3.44)
> o o, )

’ n-2 (3.44)

N

Wartosci bledéw s, zaprezentowano w tabeli 3.31.

Tabela 3.31

Wartos$ci btedow $redniokwadaratowych s,

Table 3.31

Values of mean standard errors s,

p [g/em’] <13 (1,3, 1.4] | (1.4,1,5] | (1,5,1,6] | (1,6, 1,7] | (1,7,1,8] | (1,8, 1,9] | (1,9, 2,0]

s [%] 2,30 2,24 2,83 2,89 2,44 3,73 2,53 2,84

Okazato sig, ze wartosci bltedow dla kazdej frakcji gestosciowej sa do siebie podobne
(w granicach 2 do 3%). Jedynie aproksymacja dla frakcji (1,7; 1,8) data znaczaco gorsze
wyniki, gdzie warto$¢ s, wyniosta 3,73%. Biorac pod uwagg wartosci blgdéw aproksymacji
mozna przyjac¢, ze dystrybuanty rozkladu Weibulla wystarczajaco dobrze opisuja krzywe
sktadu ziarnowego.
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3.5.1. Okreslenie funkcji ggstosci dla zmiennych losowych B i C
przy zastosowaniu metod jadrowych

Dla poszczegodlnych frakceji gestosciowych otrzymano ten sam typ rozktadu, ale jego
parametry byty rdzne.

Wprowadzmy wigc zmienng losowa B, okreslajaca warto$¢ wspotczynnika b oraz zmienna
losowa C okreslajaca warto$¢ wspolczynnika ¢ w teoretycznej dystrybuancie warunkowej @(d|p)
(wzbr (3.61)). Otrzymane warto$ci wspotczynnikow zostaly zamieszczone w tabeli 3.32.

Tabela 3.32
Wartosci wspotczynnikow b i ¢ zaleznie od warto$ci p
Table 3.32
Values of coefficients » and ¢ dependably on the value of p
p [g/em’] 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0
b 4,21 5,07 8,96 8,92 7,28 4,74 8,35 8,46
c 1,02 1,29 1,35 1,38 1,55 0,99 1,29 1,18

Aby okresli¢ funkcjg ggstosci zmiennych losowych B i C zastosowano metodg jadrowa.

Estymator badanej funkcji ggstosci, otrzymany metoda jadrowa na podstawie probki
losowej (x1, ..., x,) jest funkcja (Domanski, Pruska 2000; Niedoba, Tumidajski 2005)
postaci:

~ 1 n X—X;
f(x)=ZK[ ’j (3.45)
nh - h
gdzie: K(x) — funkcja jadrowa,
h — optymalna szeroko$¢ pasma,
n — liczba pomiarow.

Jako funkcje¢ jadrowa przyjeto jadro Gaussa (Domanski, Pruska 2000; Niedoba, Tumidaj-
ski 2005, 2006), dana rownaniem

2
K(x)= \/%exp[—xzj (3.46)

Warto$¢ optymalnej szeroko$ci pasma dla jadra Gaussa wyraza si¢ wzorem

1
h=106s— (3.47)
In

gdzie: s — odchylenie standardowe zmiennej losowej X.
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Przez zastosowanie wzordw (3.45), (3.46) oraz (3.47) otrzymano optymalne szerokosci pas-
ma /g i he, jak rowniez estymatory funkeji gestosci f(b)i f(c)dla zmiennych losowych BiC.

Dla zmiennej losowej B, hg = 1,29

R 8 bh—b. )2
7(b)=003863 exp[—(33l3)] (3.48)
i=1 ’
Natomiast dla zmiennej losowej C, /4.=0,02
8 2
f(c)=0,4980%" exp[—(c 0 (0)12 ) ] (3.49)
i=1 ’

Wartosci otrzymanych funkcji ggstosci dla zmiennych losowych B i C, zaprezentowano
w tabelach 3.33 13.34. Ponadto, ich graficzna interpretacj¢ przedstawiono narys. 3.1613.17.

Tabela 3.33
Wartosci funkcji gestosci dla zmiennej losowej B
Table 3.33
Values of statistical density functions for random variable B
b 421 4,74 5,07 7,28 8,16 8,35 8,92 8,96
.]A‘(b) 0,106 0,117 0,117 0,139 0,173 0,174 0,164 0,162
Tabela 3.34
Wartosci funkcji ggstosci dla zmiennej losowej C
Table 3.34
Values of statistical density function for random variable C
c 0,99 1,02 1,18 1,29 1,30 1,35 1,38 1,55
f(c) 1,066 1,138 1,416 2,049 2,064 2,017 1,860 0,722

Analizujac wykresy uzyskanych funkcji dla zmiennych losowych B i C mozna postawic¢
hipotezg, Ze obie zmienne mozna opisa¢ za pomoca rozktadu normalnego.

Aby zweryfikowacé t¢ hipotezg zastosowano test Shapiro-Wilka (Dobosz 2001), wedtug
wzoru

W= (Z a;(n)(xy_is1 —X; )2)2

S (3.50)
J
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Rys. 3.16. Wykres funkcji ggstosci dla zmiennej losowej B
Fig. 3.16. Plot of statistical density function for random variable B
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Rys. 3.17. Wykres funkcji ggstosci dla zmiennej losowej C
Fig. 3.17. Plot of statistical density function for random variable C
gdzie: a(n) — wspolczynniki stablicowane, zalezne od liczebnos$ci probki n oraz wskaznika i,
i=1,2,.., =
2

Dla zmiennej losowej B warto$¢ testu W= 0,684, a dla zmiennej losowej C, W=0,8787.
Dla n = 8, przy poziomie istotnosci o = 0,1 obszarem krytycznym testu jest suma prze-
dzialow (-, 0,818) v (0,978, +w0). Poniewaz dla zmiennej losowej C warto$¢ testu W nie
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zawierala si¢ w obszarze krytycznym, zatem mozna przyjaé, ze zmienna losowa C ma
rozktad normalny. Jednakze, dla zmiennej losowej B wartos$¢ testu W zawarta si¢ w obszarze
krytycznym testu, zatem hipoteza o rozktadzie normalnym zmiennej losowej B musi zosta¢
odrzucona.

3.52.Relacja regresyjna pomigdzy zmiennymi losowymi B, C
i ggstoscia P

Rozpatrzmy zaleznos$¢ regresyjna pomigdzy zmiennymi B i C oraz gestoscig ziarna P.
Przyblizone wykresy tych zaleznosci, otrzymane na podstawie danych empirycznych zapre-
zentowano na rysunkach 3.18 1 3.19.

10
8
o
6
4
1,3 1,5 1,7 1,9
r [g/cm3]

Rys. 3.18. Wykres zaleznosci pomigdzy zmienng losowa B i ggsto$cia ziarna p

Fig. 3.18. Plot of relation between random variable B and particle density p

1,5
o L3
1,1
0,9
1,3 1,5 1,7 1,9
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Rys. 3.19. Wykres zaleznos$ci pomigdzy zmienng losowaq C i ggsto$cig ziarna p

Fig. 3.19. Plot of relation between random variable C and particle density p
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3.53. Aproksymacja tradycyjna

Proby aproksymacji rozpatrywanych krzywych za pomoca czgsto stosowanych krzy-
wych regresyjnych nie daly satysfakcjonujacych wynikdéw. Okazalo si¢, ze jedna z metod
okreslenia postaci rownan tych krzywych jest zastosowanie funkcji taczonych.

W wyniku aproksymacji za pomoca kwadratowej i liniowej funkcji otrzymano naste-
pujace rownania tych krzywych:

1,L15p—-0,41 dla pe[1,3;1,7] (3.51)
Cp)= —5,60p + 11,70 dla pe[l,71,9] ’
—20,50p> + 78,50p - 74,52 dla  p>19
—63,73p> +201,34p—150  dla p e[1,3;1,7]
(3.52)

B(p) =1307,50p> —=1101,65p + 991,41 dla p [1,71,9]
—11p> +440p+ 787,94  dla  p=19

3.54. Aproksymacja metoda Fouriera

Druga metoda okreslenia funkcji regresyjnych C(p) oraz B(p) jest zastosowanie esty-
matora Fouriera funkcji regresji (Gajek, Katuszka 1993; Eubank 1988). Estymator Fouriera
funkcji regresji f{x) okreslonej w przedziale [, 7] jest funkcja postaci

ap z
S =2 > (a; cos jx+b; sin jx) (3.53)
j=1
gdzie: a;ib; — estymatory wspotczynnikow szeregu Fouriera, dane nastgpujacymi wzorami:
1 n Si
a; == f(x;) jcos Jxdx (3.54)
T _
i=1 Si
1 n Si
b; =;Z fx;) jsin Jjxdx (3.55)
i=1 Si-1

Estymatory te sg obliczone na podstawie probki losowej o liczebnosci n elementow (xy,
X2, ..., X,). Ciag {S,} jest zdefiniowany w nastgpujacy sposob: So =—mn, S g :% (X +X541)
dlak=1,...,n-1,85,=mx.

Parametr J, jest to tzw. parametr ucigcia, ktéry jest proporcjonalny do Jni zalezy od

wartosci estymowanej funkcji na krancach przedziatu oraz odchylenia standardowego rozpa-
trywanej zmiennej losowej.
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Przez transformacj¢ warto$ci zmiennej losowej na przedziat [-n, ©t] przy zastosowaniu
transformacji liniowej y =7,85p —12,56 oraz okre$leniu wartosci parametru ucigcia J, = 7,

otrzymano estymator funkcji regresji C(p)

C(p)=1,245+0,184cos y—0,991sin y+ 0,0412cos 2y—0,0073sin 2y —0,0327cos 3y +
0,119sin 3y —0,059cos 4 y—0,004sin 4 y —0,029cos 5y —0,059sin 5y +0,029co0s 6y — (3.56)
0,007sin 6y+0,011cos 7y—0,077sin 7y

gdzie y=7,85-12,56

Przy przyjeciu parametru ucigcia J, = 3 dla funkcji regresji B(p)zostat otrzymany esty-
mator nastgpujacej postaci:

B(p)=06,745+2,249cos y—1251sin y+2,225cos 2y (3.57)
—1,530sin 2y —1,035cos 3y—1,273sin 3y

gdzie: y=7,85-12,56

Wartosci estymatoréw dla punktéw pomiarowych zostaly zaprezentowane w tabelach
3.3513.36.

Tabela 3.35
Warto$ci funkeji C(p) i jej estymatory
Table 3.35
Values of function C(p) and its estimators
p [g/em?] 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0
C(p) 1,02 1,28 1,35 1,38 1,55 0,99 1,29 1,18
Estymator C(p) 1,00 1,31 1,38 1,39 1,59 0,98 1,26 1,13
Tabela 3.36
Wartosci funkcji B(p) 1 jej estymatory
Table 3.36
Values of function B(p) and its estimators
p [g/em®] 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0
B(p) 4,21 5,07 8,96 8,92 7,28 4,74 8,35 8,46
Estymator B(p) 4,33 4,50 10,38 9,83 6,76 4,54 6,97 7,76
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Jako kryterium oceny przyjeto wspotezynnik zgodnosci, dany réwnaniem

11 ~ 3.58
D)= f(x)) (3.38)

2 _i=l

(P n
> ()1
i=1
gdzie: ;} — warto$¢ srednia f(x;),
7(x) — estymator funkcji f(x).

Warto$¢ wspotczynnika ¢ dla funkcji C(p) byta réwna 0,004, a dla funkcji B(p) = 0,19,
co potwierdzito dobra jakos¢ aproksymacji obu funkcji. Lepsza aproksymacje uzyskano dla
funkcji C(p), co byto spowodowane faktem, ze hipoteza o normalnos$ci rozktadu zmiennej B
byta odrzucona.

Okazato si¢ na podstawie analizy, ze rozktad warunkowy zmiennej losowej D, opisujacy
wielko$§¢ ziarna przy zatozeniu, ze ggsto$¢ ziarna jest rdwna p, jest dany nast¢pujacym
roéwnaniem

Cp)
O(d|p)=1-exp —(J dlap>13 (3.59)
B(p)

gdzie  B(p) i C(p) sa funkcjami danymi réwnaniami (3.56) i (3.57).

Zastosowanie metody Fouriera do estymacji funkcji regresji dato mozliwos$¢ uzyskania
postaci analitycznej rozktadu warunkowego zmiennej losowej, opisujacej wielko$¢ ziarna
przy zatozonej wartosci jego gestosci. Znajac rozktad ggstosci ziarna, ktora najczgsciej
aproksymowana jest za pomoca rozktadow Weibulla lub rozktadu logistycznego mozliwe
jest utworzenie dwuwymiarowego rozktadu opisujacego rozmiar i gesto$¢ ziarna. Mozna to

zapisac jako:
fld.p)=fdlp)f(p) (3.60)
gdzie: fid,p) — funkcja gestosci dwuwymiarowej zmiennej losowej (D, P),
f(d|p) — warunkowa funkcja gestosci zmiennej losowej D przy znanej wartosci p, a f{p) jest

funkcja gestosci zmiennej losowe;j P.

Tak wigc mozliwe jest badanie wlasciwosci materialu uziarnionego przy zastosowaniu
wielowymiarowych rozktadéw zmiennych losowych (np. powierzchnie wzbogacalnosci i wzbo-
gacania, powierzchnie rozdziatu, powierzchnie czgstosci, czy tez czgstosci skumulowanych).
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Jak juz wielokrotnie wspominano, analiza rozktadow wlasciwosci materiatu uziarnionego
(np. wegla), ktore decyduja o jego rozdziale na produkty (zwykle sa to wielkos¢ ziarna D
1 gestosé P), jak rowniez zachowanie si¢ wartosci $redniej badanej cechy W; (np. zawarto$¢ po-
piohu, siarki, innych sktadnikow, jak rowniez inne wlasciwosci okres$lajace jakos¢ produktu)
powinna by¢ podstawa projektowania uktadow przygotowania materiatu do wzbogacania, jak
réwniez samych urzadzen stosowanych podczas tego procesu. Do analizy rozktadow dwu-
wymiarowych wektora losowego (D, P) moze stuzy¢ dystrybuanta F(d, p) jego rozktadu. Do
badania zalezno$ci wartosci §redniej cechy W; od cech decydujacych o rozdziale materiatu
uziarnionego na produkty (D, P) moze stuzy¢ dwuwymiarowa funkcja regresji postaci
EW;|D=d,P =p). Interpretacj¢ stupkowa regresji Il rodzaju dla wegla typu 31 na zawarto$¢
siarki i popiotu przedstawiono na rysunkach 3.20 i 3.21 (na wklejce) (Olejnik i in. 2010).

Na podstawie analizy powyzszych wykresdéw mozna wyodrgbnié¢ punkty charakterys-
tyczne, jak rowniez ksztatt powierzchni regresji Il rodzaju (powierzchni wzbogacalnosci),
ktoére moga by¢ pomocne w opracowaniu strategii dziatania przy budowie calego uktadu
wzbogacania, badZ jego modernizacji.

3.6. Zastosowanie krigingu w analizie materialéw uziarnionych

3.6.1. Analiza wielowymiarowa charakterystyk wegla z uzyciem
metody krigingu

W rozdziale 2.5 przedstawiono charakterystyke metody krigingu zwyczajnego. W po-
nizszych podrozdziatach zaprezentowane zostanie jego praktyczne zastosowanie.

Przeprowadzajac analiz¢ miatow pochodzacych z KWK Czeczott — ze wzgledu na sktad
ziarnowy i gesto$ciowy — otrzymano wyniki zamieszczone w tabeli 3.37 (Niedoba 2009;
Tumidajski, Niedoba 2008; Tumidajski 1997)

Tabela 3.37
Dystrybuanta warunkowa F (d|p)
Table 3.37
Conditional distribution function F (d|p)
Granice frakcji Granice klas D [mm]
R [g/em’] 2,0 3,2 4,0 5,0 6,3 10,0 12,5 16,0 18,0 | 20,0
1.2 4,89 9,29 12,22 | 21,02 | 27,87 | 67,97 | 80,19 | 96,08 100 100
1,4 9,50 19,88 | 24,61 | 38,06 | 49,52 | 73,67 | 81,57 | 92,58 | 95,96 100
1,6 9,62 20,05 | 24,81 | 38,32 | 49,70 | 73,51 | 81,67 | 92,65 | 95,99 100
1,8 9,69 20,17 | 24,94 | 38,47 | 49,88 | 73,67 | 81,78 | 92,69 | 96,01 100
2,0 9,73 20,24 | 25,01 | 38,53 | 49,93 | 73,73 | 81,82 | 92,71 | 96,02 100
2,2 9,93 20,52 | 25,31 | 38,83 | 50,26 | 74,10 | 82,07 | 92,81 | 96,07 100




77

Odlegtosci pomigdzy poszczegdlnymi gestosciami wynosza odpowiednio: 0,0; 0,2; 0,4;
0,6; 0,8; 1,0.

Rozwazajac poszczegdlne modele wariogramu, dobierajac ich parametry metoda naj-
mniejszych kwadratow lub metoda najwigkszej wiarygodnos$ci na podstawie danych za-
mieszczonych w tabeli 3.38 otrzymano nastgpujacy wektor wariogramow teoretycznych:

2 1262,013/1
0,917
11,934 +0,275
1,245¢"%4"
y(h)=| 15,946¢"*" (3.61)
O 9968e1,9968h
1,3705¢>%"
0,0165¢>"
0,98¢"%"

Tabela 3.38
Wartosci estymatora wariogramu 7 (%)
Table 3.38
Values of estimator of variogram y (/1)
Odlegtosé h Granica klas D [mm]

[mm] 32 4,0 5,0 63 100 | 125 | 160 | 180 | 20,0
0,2 3,66 0,32 1,56 2,13 25,45 1,76 2,38 0,03 1,63
0,4 4,52 0,42 4,60 2,56 35,92 2,06 3,02 0,04 2,01
0,6 6,15 0,56 6,68 3,47 44,36 2,82 4,15 0,06 2,65
0,8 9,31 0,89 10,15 5,18 66,45 4,26 6,27 0,10 3,96
01 15,10 1,73 11,14 10,49 | 132,19 9,03 13,26 0,22 7,72

Warto$ci wariogramow teoretycznych dla poszczegolnych klas przedstawia tabela 3.39.

m
Dlaklasy d = 2,0 [mm] nie wyznaczono wariogramu, gdyz Z D;(py)=1Lznajac D; (py )
i=1
dlai=2,...m mozna wyznaczy¢ Dy (p ).
W celu sprawdzenia stosowanej metody wyznaczono za pomoca metody krigingu roz-
ktad wielkosci ziarna dla gestosci p = 1,5 [g/em’] oraz p = 1,3 [g/em’] i poréwnano je
z wynikami do$wiadczalnymi.
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Tabela 3.39
Wartosci teoretycznych wariogramow y(/)
Table 3.39
of theoretical variograms y(h)
Odlegtosé h Granica klas D [mm]

(mm] 32 4,0 5,0 6,3 100 | 125 | 160 | 180 | 200
0,2 3,17 0,29 2,11 1,83 23,54 1,76 2,07 0,03 1,43
0,4 4,74 0,43 4,50 2,71 34,76 2,06 3,14 0,04 2,08
0,6 7,09 0,65 6,88 4,00 51,32 2,82 4,77 0,07 3,04
0,8 10,61 0,97 9,27 5,90 75,76 4,26 7,23 0,11 4,44

1 15,87 1,45 11,65 8,72 111,86 9,03 10,97 0,18 6,47

Wyniki rozkladéw doswiadczalnych i teoretycznych dla poszczegdlnych gestosci przed-

stawiaja tabele 3.40 1 3.41 oraz wykresy 3.22 1 3.23.

Tabela 3.40

Poréwnanie dystrybuanty teoretycznej i doswiadczalnej dla p = 1,5 [g/em’]

Table 3.40

Comparison of theoretical and empirical distribution functions for p = 1,5 [g/cm’]

. e Wartos$¢ dystrybuanty empirycznej | Warto$¢ dystrybuanty teoretycznej
Wielko$¢ ziaren [mm)] E/%]};?emp(;',\p)p yeznej Ez%]};:twr (Z[l|p) yeznej

2,0 9,56 11,86

32 19,95 21,75

4,0 24,70 26,57

5,0 38,22 39,25

6,3 49,63 49,62

10,0 73,48 73,87

12,5 81,50 81,07

16,0 92,58 92,38

18,0 95,95 96,11

20,0 100 100
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Tabela 3.41

Poréwnanie dystrybuanty teoretycznej i doswiadczalnej dla p = 1,3 [g/em’]

Table 3.41

Comparison of theoretical and empirical distribution functions for p = 1,3 [g/cm’]

Wielkos¢ ziaren [mm]

Warto$¢ dystrybuanty empirycznej

Warto$¢ dystrybuanty teoretycznej

[%] Fonp(d|p) [%] Freor (d|p)
2,0 8,68 10,44
32 15,20 17,12
4,0 19,03 20,88
5,0 28,28 30,05
6,3 40,05 40,72
10,0 67,60 68,27
12,5 77,69 78,12
16,0 94,61 92,57
18,0 97,68 95,98
20,0 100 100
100 o
,.-.-_-'J‘
90 S
>
80 2
-
70 L
7
60 7
’ ~===aa dystrybuanta
50 empiryczna [%]
40 == == dystrybuanta
30 teoretyczna [%]
"
20 f.
10 &
0 T T 1
0 10 15 20

Rys. 3.22. Poréwnanie dystrybuanty teoretycznej i doswiadczalnej dla p = 1,5 [g/em’]

Rys. 3.22. Comparison of theoretical and empirical distribution functions for p = 1,5 [g/em’]
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Rys. 3.23. Poréwnanie dystrybuanty teoretycznej i doswiadczalnej dla p = 1,3 [g/em’]

Fig. 3.23. Comparison of theoretical and empirical distribution functions for p = 1,3 [g/em’]

Do oceny btedu zastosowano blad sredniokwadratowy

L \/Z(Ft (di)-Fa(d;))

gdzie: F(d) - dystrybuanta teoretyczna,
Fid;) — dystrybuanta empiryczna,
k — liczba klas.

k-2

Obliczone wartos$ci bledu s, przedstawiono w tabeli 3.42.

Warto$ci btedu $redniokwadratowego s,

Values of mean standard terror s,

p [g/em’] s, [%]
13 1,55
1,5 1,29

(3.62)

Tabela 3.42

Table 3.42

Jak wynika z obliczen wyniki uzyskane metoda krigingu zwyczajnego sa bardzo zblizone
do uzyskanych eksperymentalnie (wartosci s, sa mate). Rozwiazujac odpowiedni uktad
rownan mozna uzyskac rozktad wielko$ci ziaren dla dowolnej ggstosci z badanego prze-

dziatu.
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3.6.2. Zawarto$¢ popiotu w weglu w zaleznos$ci od wielkoS$ci
ziarna D i jego ggsto$§ci P — wariogram taczony

W przerdbcee surowcow mineralnych rézne cechy materiatu uziarnionego decyduja o jego
rozdziale. Badanie zalezno$ci pomigdzy zawarto$cia popiotu w ziarnach wegla oraz ich
wielkos$cia i1 ggstoscia jest przedmiotem tego podrozdziatu. Wprowadzmy nast¢pujace zmien-
ne losowe: D — wielko$¢ ziarna ($rednica); P — gesto§¢ ziarna; Z — zawarto$¢ popiotu
w ziarnie. Celem jest okreslenie (na podstawie wynikow badan laboratoryjnych) funkcji
Z =Md, p). Teoretycznie funkcja ta moze by¢ wyznaczona za pomoca kilku metod, tj.:

1. Przez zastosowanie klasycznej teorii dwuwymiarowej regresji, a wigc poszukiwanie
funkcji, np. liniowej z = ad + bp + ¢, multiplikatywnej z = ad b p ¢ lub innych (rozdzial 2.5) na
podstawie danych empirycznych, gdzie d jest wielkoscia ziarna, p — gestoscia ziarna, z —
zawarto$cia popiotu.

2. Przez skonstruowanie trojwymiarowej dystrybuanty dla wektora losowego X= (D, P, Z),
okreslajac funkcje A(d, p) na podstawie regresji warunkowej, a wige

d’ b
Md.p)=], HLp2) o, (3.63)
g(d.p)
gdzie: A4 — zbioér wartosci zmiennej losowej Z,
fd, p,z) — funkcja gestosci trojwymiarowej zmiennej losowej X = (D, P, Z),
g(d, p) — funkcja gesto$ci dwuwymiarowej zmiennej losowej Y= (D, P).

Do aproksymacji funkcji gestosci badanych wielowymiarowych rozkladéw zmiennych loso-
wych X i ¥ mozna zastosowa¢ funkcje Morgensterna (Tumidajski 1997; Tumidajski, Niedoba
2008), w ktorych przyjeto, ze funkcja gestosci zmiennej losowej Y jest zadana rownaniem:

g(d,p)= f1(d) f2 (pP)[1+a(1-2F (d)(1-2F; (p)))] (3.64)
gdzie: fi(d) — funkcja gesto$ci zmiennej losowej D,
1(p) — funkcja gestosci zmiennej losowej P; F(d) 1 F5(p) — ich dystrybuanty,
aecl[-1, 1] — odpowiednio wybrany wspotczynnik.

W ten sam sposdb okresla sig funkcje gestosci trojwymiarowej zmiennej losowej X. Jej
postac jest nastgpujaca:

T+ oy (1-2F (d))(1-2F5 () +

oy (1-2F, (d))(1-2F5 () +
d,p,z)= - fid)- : 3.65
el i e [ @ BN BE) 365

g (1=2F (d)(1=2F; (p))(1-2F5 (2))
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gdzie: f3(z) — funkcja ggstosci zmiennej losowej Z,
Fi(z) — jej dystrybuanta,
oy, 0, o310y — wspotezynniki okreslone na podstawie danych doswiadczalnych w sposob
zapewniajacy spetnienie nastgpujacych zatozen (Niedoba 2011a): dla kaz-

dego xi, x2, x3 z zakresu |x;|< ©:

1+ OX1 Xy + X X3 +03XpX3 >0 (366)
1+ QX[ Xy +0pX1X3 +03XpX3 +OlgX1 X X3 >0 (367)

3. Przez zastosowanie metody krigingu zwyczajnego.

Przyjeto, ze estymatorem empirycznym funkcji wariogramu jest estymator Matherona
(Matheron 1989; Namystowska-Wilczynska 2006) (wzor (2.62)).

Dla praktycznego zilustrowania metody krigingu zwyczajnego wegiel typu 31 zostat
podzielony na klaso-frakcje i dla 72 punktow pomiarowych P; = (d;, p;) okreslono wielkosci
i gestosci ziaren, gdzie d; jest $rednia wielkoscia ziarna [mm], p; jest ggstoscia ziarna
[g/cm3 1, a Z(P;) jest zawartoscia popiotu [%].

W celu zapewnienia jednakowego wpltywu obu cech na odleglos¢ pomigdzy punktami
dokonano transformacji zmiennych, u = ad, v =pp, gdzie a jest wspotczynnikiem liczbowym,

3
a3 jest podane w {cmmm} W tym przypadku przyjeto, ze o =1, a § = 10 (uzgodnienie skal).
g

Wyniki zobrazowano na rysunku 3.24.

20 90— ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
19 FO—0——0—0—0—0—90 9 —
18 —0—0—90—0—0—0—¢ ¢ —

E 17
o 1l6 —o—@ Ps@—@P; — \ 4
GO T O 9P 17
14 o & Pig %4 p o & o
v v v v L v v v

13
12

Rys. 3.24. Potozenie punktéw empirycznych

Fig. 3.24. Location of empirical points
Za miarg odleglosci pomiedzy punktami P; i P; przyjeto nastepujace rOwnanie

8(P; , P; y=Ju? +v? =\ad? +p%p? (3.68)




83

Punkt, dla ktorego zawarto$¢ popiotu byta obliczona miat wspotrzedne Py(9, 15), tzn. (d,

p)=(9; 1,5). Jako zakres wptywu przyjeto okrag K(Py, ) o $rodku w punkcie P, oraz

promieniu » = 3.

Punkty P;, i =1, 2,..., 12 mialy wptyw na wartos¢ Z(P,).

W celu dopasowania funkcji wariogramu teoretycznego zastosowano metod¢ najmnie;j-

szych kwadratow. Pary punktow, dla ktorych odlegtosci byly podobne zostaly zakwalifi-

kowane do tej samej grupy N(#).

Otrzymano nastgpujace postacie wariogramow:

Model liniowy: v; (h) = 50,261 —33,06

Model wykladniczy v, (h)=11,12¢%:%6%"
173(0,33h—0,006h> ) dla h <2./5
166,34

Model sferyczny y5 (h) = {

Model potggowy v4 (h)=18,73h 1.6

Wartosci wariograméw dla poszczegdlnych modeli oraz wariogramu

zostaly podane w tabeli 3.43.

dla > 245

empirycznego

Tabela 3.43
Wartosci wariogramow teoretycznych i wariogramu empirycznego
Table 3.43
Values of theoretical and empirical variograms

h v () ¥y (h) v, (h) y3(h) y4(h)
1 20,65 17,2 21,43 56,66 18,73
2 49,11 64,46 41,67 107,61 56,98
3 122,77 117,12 81,02 145,84 108,03
Vi3 163,62 148,16 121,20 160,31 145,78
4 170,89 167,38 157,54 165,39 172,12
245 173,25 191,71 215,65 166,34 205,76
6 173,72 268,5 295,68 166,34 300,29

Poniewaz zaden z modeli nie dat zadowalajacej aproksymacji wariogramu empirycznego

przyjeto model taczony o postaci

y(h) = 64,791 —70,52

0

8,1 560’9056h

dla

dla

179,48(0,337—0,0064° ) dla

169,07

dla

h=0
h e (03]

he(3,413)

he[N13,43]
h>473

(3.69)



84

Wartos$ci wariogramu y(4) podano w tabeli 3.44 oraz na rysunku 3.25.

Tabela 3.44
Wartosci wariogramu taczonego
Table 3.44
Values of joined variogram
h v () v(h)
1 20,65 20,16
2 49,11 49,85
3 122,77 123,85
V13 163,62 163,08
4 170,89 167,99
245 173,25 168,56
6 173,72 169,07
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180 p—
160 ’.‘.1".';.-7 erre
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140 14
4
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4
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Rys. 3.25. Poréwnanie przebiegu wariogramu empirycznego i faczonego

Fig. 3.25. Comparison of empirical and joined variograms course

Aby oceni¢ otrzymane wyniki zastosowano btad sredniokwadratowy s,, ktory obliczono
na podstawie rownania

X1 ) (3.70)
n—2

Sy

W tym przypadku s, = 3,02.
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Aby okresli¢ warto$ci zawarto$ci popiotu w punkcie Py wybrano otoczenie K(Py,r), gdzie
r=v.

Poprzez rozwiazanie uktadu rownan (2.72) dla punktow P;, P4, Ps, Ps, Py, Py oraz
stosujac obliczone warto$ci A; we wzorze (2.64) okazato sig, ze

Z(Py ) =—0,01156Z(P; )+ 0,52312Z(P4 )—0,01156Z(Ps )—0,0115619Z(Pg ) = 18,80

Aby zweryfikowa¢ przyjety model, wartosci Z(P;) zostaty obliczone w punktach, ktére
stanowity podstawe do obliczen wariogramu; do estymacji brano pod uwage punkty P,
zlokalizowane wewnatrz okregu K (P;, \/5), ale bez punktu P;.

Wyniki aproksymacji podano w tabeli 3.45, a ich graficzna interpretacja zostata przed-
stawiona na rysunkach 3.26 i 3.27 (na wklejce).

Tabela 3.45
Wyniki aproksymacji zawartosci popiotu Z(P;)
Table 3.45
Results of ash contents approximation Z(P;)
P Z(P)emp Z(P)1eor
1 14,84 15,93
2 10,70 13,47
3 12,09 13,98
4 16,20 19,56
5 25,05 26,69
6 34,50 38,37
7 6,42 6,47
8 16,21 16,71
9 21,58 23,02
10 30,33 29,01
11 32,14 34,33
12 23,18 21,39

3.6.3. Zawarto$¢ popiotu i siarki — wariogram dwuwymiarowy

W badaniu jako$ciowym surowca (wegla) interesujacym jest badanie kilku jego cech (np.
zawarto$ci popiotu, siarki, czeséci lotnych, liczby Rogi itp.). W tym podrozdziale badano
zawarto$¢ procentowa popiotu i siarki w zaleznosci od wielkosci ziarna i jego ggstosci.
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Oznaczmy przez D zmienna losowa opisujaca srednicg ziarna, a przez P jego gestosé.
Niech x=(d,p) jest realizacja zmiennych D i P. Kazdemu punktowi x zostala przy-

porzadkowana para zmiennych losowych (Z, S), gdzie Z — zawarto$¢ procentowa popiotu,
S — zawarto$¢ procentowa siarki. Otrzymujemy wigc odwzorowanie

x = (Z(x),S(x)) (3.71)
gdzie: x=(d, p).

Przez odleglo$¢ migdzy punktami rozumiemy odlegto$¢ zdefiniowana nastepujaco:

S(xy,xp )=\/(ad1 —ad, )2 +(bpy —bp, )2 (3.72)

gdzie: a, b sa odpowiednio dobranymi wspolczynnikami wymiarowymi, tak aby wartos¢ zmiennych
ad, bp tworzyty kwadrat (np. jednostkowy). Zapewnia si¢ w ten sposob jednakowy wptyw obu

zmiennych na warto$¢ odlegtosci.

Zaktada sie, ze

E(Z(x+h)-Z(x))=0 (3.73)
E(S(x+h)-S(x))=0

oraz

V(Z(x+h)=Z(x)) =2y (h) (3.74)
V(S (x+h)=S8(x))=2y, (h)
Funkcje vy (k)1 v, (h) sa funkcjami wariogramu. Klasyczne estymatory wariogramow
empirycznych, zaproponowane przez Matherona, okreslone sa wzorami

* 1 N (h * 1 N (h
nm=——— NPz -2 ) s )= S VP (S 1) -5 ()
2N (h) 2N (h) ="
(3.75)
gdzie: N(h) — liczba par punktéw (x, x+4), odlegtych o A.

Do empirycznych wariogramow okreslonych wzorem (3.75) nalezy dopasowac pewien
model teoretyczny (wzory 2.63a—e).

Rozwazmy zawarto$¢ popiotu i siarki w klasie ziarnowej wegla (16-20) [mm]. Dane
pomiarowe zostaty przedstawione w tabeli 3.46.
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Rys. 3.20. Stupkowa interpretacja powierzchni regresji Il rodzaju dla wegla typu 31 — zawarto$¢ siarki

Fig. 3.20. Histogram interpretation of the II type regressive surface for coal of type 31 — sulfur contents
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Rys. 3.21. Stupkowa interpretacja powierzchni regresji Il rodzaju dla wegla typu 31 — zawarto$¢ popiotu

Fig. 3.21. Histogram interpretation of the II type regressive surface for coal of type 31 — ash contents
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Rys. 3.26. Tréjwymiarowa funkcja X=(D, P, Z) — wyniki empiryczne
Fig. 3.26. Three-dimensional function X=(D, P, Z) — empirical results
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Rys. 3.27. Tréjwymiarowa funkcja X=(D, P, Z) — wyniki aproksymowane

Fig. 3.27. Three-dimensional function X=(D, P, Z) — approximated results




Procentowe zawarto$ci popiotu i siarki dla wegla z klasy ziarnowej 16-20 [mm]

Percentage shares of ash and sulfur for coal of particle size fraction 16-20 [mm]
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Tabela 3.46

Table 3.46

Gestosé p [g/em’]

Zawarto$¢ popiotu [%]

Zawarto$¢ siarki [%]

1,3
1,4
L5
1,6
1,7
1,8
1,9

14,75
17,50
16,53
16,67
27,30
36,35
51,96

0,82
0,78
0,80
0,85
0,51
1,36

2,16

Metoda najmniejszych kwadratow sprawdzono jakos¢ dopasowania réznych modeli

wariogramow i najlepszym okazat si¢ model potggowy. Poprzez linearyzacj¢ wyznaczono

wspotczynniki rozpatrywanego modelu i otrzymano wariogram w postaci

y(h) = (y1 (1), v (h)) = (1152,56h 17137334132 )

(3.76)

Wspotczynnik korelacji dla v (h) wynosit r; = 0,99, a dlay, (h); r, = 0,95, co §wiadczy

o dobrym doborze modelu. Wartosci empirycznych wariograméw oraz ich teoretycznych
modeli podaje tabela 3.47.

Tabela 3.47
Wartosci empirycznych i teoretycznych wariogramow
Table 3.47
Values of empirical and theoretical variograms
h YT (h) emp. 71 (h) teor. yz (h) emp. Y, (h) teor.

0,1 73,91 74,43 0,0836 0,0657
0,2 172,55 169,83 0,1772 0,1641
0,3 305,67 275,14 0,2629 0,2803
0,4 376,19 387,46 0,3804 0,4097
0,5 493,51 505,30 0,5940 0,5500
0,6 632,19 627,73 0,7978 0,7000

Graficzne porownanie otrzymanych wynikow zaprezentowano na rysunkach 3.2813.29.

Nastepnie, rozwiazujac odpowiednie uktady rownan (wg wzoru 2.72) wyznaczono

przewidywana zawarto$¢ popiotu i siarki dla punktu x, = (18, 2) i otrzymano na tej drodze

wyniki dla zawartos$ci popiotu i zawartosci siarki:
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7(18,2) = 54,80
(18, 2) = 2,68.
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Rys. 3.28. Porownanie empirycznego i teoretycznego wariogramu v,

Fig. 3.28. Comparison of empirical and theoretical vy,
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Rys. 3.29. Poréwnanie empirycznego i teoretycznego wariogramu vy,

Zastosowana metoda krigingu zwyczajnego pozwala z powodzeniem oblicza¢ wspot-
rzedne punktéw wielowymiarowych. W pracy wymiarami sa wybrane charakterystyki ma-

Fig. 3.29. Comparison of empirical and theoretical v,

teriatu uziarnionego, ktorym byt wegiel z jednej z kopalhi Gérnego Slaska.
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3.6.4. Zawarto$§¢ siarki i czegéci lotnych — wariogram potggowy

W procesach przerdbezych, jednym z najwigkszych problemow jest okreslenie za-
warto$ci okre$lonych sktadnikéw (badz innych parametréw jako$ciowych) w materiale
uziarnionym poddawanym procesowi. Przyjeto oznaczenia: D — zmienna losowa opisujaca
wielkos$¢ ziarna, P — zmienna losowa opisujaca jego ggstos¢, Z — zawarto§¢ badanego
sktadnika w danym materiale. Przy zatozeniu, Ze o rozdziale materiatu uziarnionego (wggla)
decyduja jego cechy: wielko$¢ ziarna D i jego ggsto$¢ P, badano zawarto$¢ sktadnika (siarki,
czgsci lotne), Z1(d, p) — dla siarki, Z,(d, p) — dla czg$ci lotnych.

Znajac funkcje Z,(d, p) i Z,(d, p) mozna okresli¢ zawarto$¢ danego sktadnika w badanym
materiale wedtug wzoréw

7y =[ |, 21 (d.p)g(d.p)dddp (3.77)
Z, =[ [, 22 (d.p)g(d.p)dddp (3.78)

gdzie: Q — obszar okre$lonosci wektora (D, P),
g(d, p) — funkcja gestosci rozktadu dwuwymiarowego zmiennej losowej (D, P), ktora moz-

na okresli¢ np. za pomoca funkcji Morgensterna (wzor 3.64).

Funkcje Z,(d, p) i Zy(d, p) najczesciej aproksymuje si¢ opierajac si¢ na danych doswiad-
czalnych za pomoca dwuwymiarowych funkcji regresji. Ze wzgledu na to, ze w danych
dos$wiadczalnych dysponuje si¢ pomiarem sredniej zawarto$ci danego sktadnika w kazdej
z frakcji, ktorych jest okreslona ilo$¢, to nawet najlepsza z aproksymacji funkcji Z; i Z, nie
daje pewnosci jak rozklada si¢ zawarto§¢ wewnatrz frakceji.

Poprawe doktadno$ci mozna by bylo osiagna¢ poprzez zwigkszenie ilosci frakcji o bar-
dzo malych zakresach zmiennosci, co nie zawsze jest technicznie mozliwe. Okre$lenia
zawarto$ci w dodatkowych frakcjach badanych sktadnikow mozna dokonac¢ stosujac metodg
krigingu zwyczajnego.

Niech P;,i=1, ..., n oznaczaja punkty pomiarowe, gdzie P; = (p;, d;) i niech Z(P;) oznacza
zawarto$¢ sktadnika w punkcie P;. Niech Py = (py, dp) jest nowym punktem , w ktérym nalezy
okresli¢ wartos¢ Z(Py).

W tym przypadku dla Z'(P,) zastosowano estymator empiryczny (wzor 2.64), tzn.

Z" (P, ):zn: A Z(P;) (3.79)
i=1

Przy czym wspoétczynniki Ay, ..., A, wyznaczono z uktadu rownan (2.72).
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W tym rozdziale rozwazane sa modele:
y(h)=ce™ — wykladniczy (3.80)
y(h)=ch“ — potegowy (3.81)

Estymatorem empirycznym funkcji wariogramu jest wariogram Matherona (Matheron
1989; Namystowska-Wilczynska 2006) (wzor 2.62).

* e N (k) 2
Y (h)—m i1 (2P +h)=Z(P;)) (3.82)
gdzie: (P;+h)— punkt odlegly od punktu P; o wielkos¢ 4,

N(h) — liczba okreslajaca ilo§¢ par punktow odlegtych od siebie o wielkos¢ A.

Ze wzgledu na to, ze wielkosci d i p sa wielkosciami mierzalnymi w roznych jednostkach,
do okreslania odlegtoéci migdzy punktami zastosowano funkcj¢ (Niedoba 2010, 2011;
Niedoba, Tumidajski 2012a, 2012b)

8Py, P ) =n> (d; —d ;) +B2 (p; —p ;) (3.83)

3T’I’ll’}'l

gdzie: m jest wspotczynnikiem liczbowym, a B zadane jest w l: cn } W tym przypadku przyjeto
warto$ci n=0,11 pf=1.

Punkty pomiarowe przedstawione sg na rysunku 3.30.

1 A 2 * 4 *
09
0,8 - * * & *
'g' 0,7
£ 06 eP,  ep,  eP.  ep, e
= 05
> 0
= 04 P,
03 . P, *P,  ®P. &
0,2
0,1 A 4 ¢ * & *
0
1,3 1,5 1,7 1,9
Bp [mm]

Rys. 3.30. Potozenie punktow pomiarowych

Fig. 3.30. Location of measuring points
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W tym rozdziale okres$lona zostanie przyktadowo zawarto$¢ siarki Z,(P,) oraz zawarto$¢
czesei lotnych Zy(Py) w punkcie Py (1,6; 0,5). Dla okreslenia tych zawartosci wzigto pod
uwagg punkty, ktore sa oddalone od punktu Py o nie wigcej niz 2 =0,3.

W obu przypadkach najlepszym modelem wariogramu teoretycznego okazatl si¢ wario-
gram potggowy.

I tak, dla zawartosci siarki wariogram teoretyczny jest zadany wzorem:

v1(h)=0,63154109%4 (3.84)
Dla zawartosci czg$ci lotnych wariogram teoretyczny ma postac
v, (h)=50,61054"23% (3.85)

Wartosci wariogramow empirycznych I teoretycznych przedstawiono w tabeli 3.48.

Tabela 3.48
Warto$ci wariogramow teoretycznych i empirycznych
Table 3.48
Values of theoretical and empirical variograms
h YT (h) emp vy (h) teor yz (h) emp Y, (h) teor
0,1 0,0562 0,0508 3,0391 2,9508
0,2 0,1004 0,1084 7,0458 6,9423
0,3 0,1530 0,1691 9,0841 11,4512
0,4 0,2138 0,2316 20,8464 16,3320
0,5 0,2973 0,2958 20,5535 21,5119
0,6 0,4192 0,3611 28,0410 26,0410
0,7 0,4287 0,4274 30,8710 30,5870

Wykresy wariogramow teoretycznych i empirycznych przedstawiono na rysunkach 3.31
13.32.

Miara dopasowania wariogramu jest btad $redniokwadratowy, ktory dla y,(4) wyniost
s, =2,95%, adla y,(h), s, = 2,45%.

Wielko$¢ btedow wskazuje na dobra aproksymacj¢ wariogramow empirycznych.

Rozwiazujac uktad rownan (2.72) dla punktu Py(1,6; 0,5) otrzymano

8
Zi(Py)=)_ MiZy(P)=
0,003Z, (P, )—0,045Z, (P, )+ 0.191Z; (P3 )+ 0369Z; (P4 )+ 0,333Z; (Ps )~ 0,054Z, (P )+
0.167Z, (P; )~0,035Z, (Pg ) = 144
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8

Zy(Py)=2  hZy(Py)=

0.516Z, (P, )+ 0,960Z, (P, )+ 0,.870Z5 (P3 )—0,124Z, (Py )+ 0236Z, (P5 )—0,0001Z, (P )
0247Z, (P; )~ 0,178Z, (Pg ) = 25,96

0,5
0,45

0,35
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0,25 /
0.2 ped ¢ emp
0,15 / —teOr

y1(h)
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h
Rys. 3.31. Wykres funkcji wariogramu y,(/)
Fig. 3.31. Plot of variogram function vy, (/)
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Rys. 3.32. Wykres funkcji wariogramu y,(4)

Fig. 3.32. Plot of variogram function y,(%)
W celu weryfikacji wybranego modelu dokonano sprawdzenia zawartosci badanych

sktadnikow w kolejnych punktach doswiadczalnych bez punktu sprawdzanego (wg wzoru
3.86). Otrzymane wyniki zamieszczono w tabeli 3.49.
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Tabela 3.49
Poréwnanie wynikéw empirycznych i teoretycznych dla zawartosci siarki i czg$ci lotnych
Table 3.49
Comparison of empirical and theoretical results for sulfur and volatile parts contents
P, Zawartps’c’ siarki Z(P) Zawarto$¢ .czqéci Zo(P)
(empiryczna) lotnych (empiryczna)
Pl 0,67 0,57 32,74 31,27
P2 1,33 1,54 22,54 28,59
P3 1,36 1,27 2791 26,94
P4 1,66 1,65 26,87 25,62
P5 1,55 1,58 25,56 26,82
P6 1,91 1,84 25,98 26,53
P7 1,64 1,65 24,81 26,01
P8 1,75 1,71 25,71 24,88
Z(P;)= Zﬁ AGZ(P;) (3.86)

Wielko$¢ btedoéw aproksymacji s, = 0,107% dla siarki oraz s, = 1,28% dla zawarto$ci ciat
lotnych pozwala wnioskowa¢ o dobrym doborze modelu krigingowego dla rozpatrywanego

przyktadu.
Zastosowanie metod krigingu do zagadnien zwiazanych z przerébka surowcow mine-

ralnych pozwala na lepsza aproksymacj¢ zaleznos$ci migdzy wiasciwosciami badanego

materialu. Pozwala na utworzenie wigkszej liczby danych pomiarowych, ktore moga po-

zwoli¢ na podziatl badanego materialu na wezsze frakcje, a wige na bardziej precyzyjne

modelowanie réznego rodzaju krzywych i powierzchni stosowanych w przerobce surowcow

mineralnych.
Okazatlo sig, ze technika ta — stosowana gltéwnie w geostatystyce — moze réwniez zostaé

wykorzystana w badaniach materiatdw uziarnionych. Potencjalne wykorzystanie tej techniki

w przerdbce surowcoOw mineralnych — a zwlaszcza w przerdbee wegla — jest bardzo duze.



4. Metody wizualizacji wielowymiarowych charakterystyk materialow
uziarnionych

W prezentowanym rozdziale monografii zostana przedstawione metody wizualizacji
wielowymiarowych danych, ktore takze pozwalaja przeprowadzaé poréwnania rozwaza-
nych zestawow danych oraz stwierdzi¢ mozliwo$¢ ich klasyfikacji, czyli sa pewna kontynua-
cja 1 rozwinigciem omawianych wyzej metod.

Jakosciowa analiz¢ wielowymiarowych danych (wlasciwosci materialu) uzyskanych
w wyniku badan empirycznych, mozna uzyska¢ stosujac metody wielowymiarowej wizua-
lizacji. Wyniki tych analiz moga by¢ pomocne zaréwno przy charakterystyce materiatow, jak
réwniez przy budowie — na ich podstawie — modeli proces6w przerobczych.

Proby zobrazowania danych wielowymiarowych byty prowadzone przy wielu okazjach.
Jedna z metod dajacych mozliwo$¢ uzyskania obrazu takich danych byta metoda grand-tour,
ktora dawata ciagla, jednoparametryczna rodzing d-wymiarowych projekeji n-wymiaro-
wych danych. Zostala ona opisana po raz pierwszy przez Asimova (Asimov 1985), nastgpnie
udoskonalana przez wielu autoréw (Buja, Asimov 1985; Cook i in. 1995; Hurley, Buja
1990). Inna metoda byta metoda gtdéwnych sktadowych PCA (Principal component analysis)
(Li1 in. 2000), ktora korzystala z ortogonalnej projekcji zbioru obserwacji na plaszczyzne
reprezentowang przez specjalnie dobrane wektory, ktore sa wektorami wlasnymi odpowia-
dajacymi dwom najwigkszym warto$ciom wilasnym macierzy kowariancji zbioru obser-
wacji. Zastosowanie sieci neuronéw do wizualizacji danych (Jain, Mao 1992; Kraaijveld i in.
1995; Mao, Jain 1995; Aldrich 1998) oparte jest na procesie transformacji przestrzeni
n-wymiarowych danych na przestrzen dwuwymiarowa poprzez zastosowanie sieci neuro-
nowej. Kolejna z metod uzyskiwania obrazu wizualizacji danych wielowymiarowych jest
metoda osi rownolegltych (Chatterjee 1 in. 1993; Gennings i in. 1990; Inselberg 1985;
Inselberg i in. 1994; Wegman 1990; Chou i in. 1999). W metodzie tej na zadanej ptasz-
czyznie wszystkie osie wspotrzednych sa umieszczone rownolegle do siebie. Podobna do tej
metody jest metoda oparta na tzw. grafie gwiazdy (star graph) (Sobol, Klein 1989). W tej
metodzie, n osi wspdlrzednych ,,promieniuje” z punktu centralnego, dzielac okrag na n
rownych czgsci. Skalowanie wielowymiarowe (Kim i in. 2000) réwniez jest stosowane do
celéw wizualizacji danych. W metodzie tej punkty sa umieszczane na plaszczyznie tak, aby
odlegltos¢ miedzy dowolnymi dwoma punktami byta jak najbardziej zblizona do ich odle-
glosci w wielowymiarowej przestrzeni, w ktorej poczatkowo si¢ znajdowaty. W metodzie
macierzy rozrzutu (scatter plot matrices) (Becker i in. 1987; Cleveland 1984; Eick, Wills
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1995), zbior danych wielowymiarowych jest przedstawiony poprzez ciag dwuwymiarowych
zaleznos$ci. W metodzie, ktora korzysta z tzw. map odniesienia (relevance maps) (Assa i in.
1997, 1999) specjalne punkty Fy, F», ...,F,, reprezentujace poszczegdlne cechy sa umie-
szczone na plaszczyznie wizualizujacej dane. Rozmieszczenie punktow reprezentujacych
wielowymiarowe dane pokazuje w pewien sposob zwiazki pomig¢dzy rozpatrywanymi da-
nymi i cechami w taki sposob, aby im bardziej jest istotna cecha w badanym obiekcie tym
blizej punkt F; powinien by¢ umieszczony. Kolejna metoda wizualizacji jest metoda mozaiki
(mosaic plots) (Hartigan, Kleiner 1981; Heike 2000), ktora jest naturalnym rozszerzeniem
I-wymiarowych wykreséw stupkowych. Ponadto, mozliwa jest rowniez wizualizacja wielo-
wymiarowych bryt (Jamréz 2009). Metoda tuneli obserwacyjnych (Jamréz 2001) daje
mozliwos¢ uzyskania widokow obserwowanych zbiorow danych wielowymiarowych wyko-
rzystujac promien tunelu. Metoda ta zostanie szerzej przedstawiona w dalszej czgsci roz-
dzialu monografii.

4.1. Metoda tuneli obserwacyjnych

Teoretyczna baza metody tuneli obserwacyjnych zostala opisana w pracy doktorskiej
(Jamro6z 2001). Intuicyjnie, mozna powiedzieé¢, ze metoda ta korzysta z projekcji réwnole-
glych z lokalna ortogonalna projekcja o zakresie okreslonym przez maksymalny promien
tunelu. Rozwiazanie to daje mozliwo$¢ obserwacji wybranych czgsci przestrzeni, ktora
zawiera istotne informacje, co nie jest mozliwe przy zastosowaniu, np. projekcji ortogo-
nalnej. Metoda projekcji zostala zobrazowana pogladowo na rysunku 4.1. Aby calkowicie
zrozumie¢ mechanizm dzialania tej metody, konieczne jest wprowadzenie instrumentéw
matematycznych stosowanych do opisu przestrzeni, w ktdorej obserwator chce umiesci¢
obserwowane obiekty.

Rys. 4.1. Linia roéwnolegta do r i przechodzaca przez a

Fig. 4.1. Line parallel to » and crossing through a
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Definicje zwiazane z ta metoda sa wymienione ponizej:

Def. Przestrzen obserwowana X jest zdefiniowana jako dowolna przestrzen wektorowa
nad ciatem F'liczb rzeczywistych, n-wymiarowa, n > 3, z iloczynem skalarnym.

Def. Niech p,peX — liniowo niezalezne, weX. Plaszczyzna obserwacyjna P—X jest
zdefiniowana jako: P = 8(w,{p1,p2}), gdzie:

def .
d(w,{p1,pa}) = xe X:3P;,By eF takie,zex=w+PB;p; +Brpo}

4.1

Plaszczyzna obserwacyjna P zdefiniowana w ten sposob moze by¢ uzyta jako ekran,
przez ktory mozna zobaczy¢ dowolny obiekt umieszczony w przestrzeni X. Wektor w okresla
pozycjg srodka ekranu, zas py,p, okreslaja jego polozenie.

Def. Whasciwy kierunek rzutowania » na ptaszczyzng obserwacyjna P = d(w, {p,p.}) jest
zdefiniowany jako dowolny wektor relX, taki ze wektory {pi, p,, r} sa zbiorem ortogo-
nalnym.

Def. Nastgpujacy zbior jest nazywany hiperpowierzchniq S ), zakotwiczong w seX
i skierowana w kierunku deX:

def 4.2
S(sd) = reXi(x—s,d)=0} (4.2)

Przyjmijmy na chwileg, ze przestrzen obserwowana X jest trojwymiarowa (przyktad
zaktadajacy wigksza liczbg wymiaréw bylby znacznie trudniejszy do przedstawienia), oraz
ze plaszczyzna obserwacyjna P jest jednowymiarowa (tzn. istnieje mozliwos$¢ obserwacji
wielowymiarowej rzeczywisto$ci nie przez fragment dwuwymiarowej ptaszczyzny repre-
zentujacej ekran, ale poprzez fragment linii). Dodatkowo rozwazmy wektor 7, ktory jest
wlasciwym kierunkiem rzutowania na plaszczyzng obserwacyjna P. Nalezy zdefiniowaé
jeszcze k,, (tzn. lini¢ rownolegla do r 1 przechodzaca przez a) dla obserwowanego punktu a.
Jak pokazano na rysunku 4.1 linia k, , nie musi mie¢ punktéw wspolnych z P. Jednakze &, , ma
zawsze jeden punkt wspolny z hiperpowierzchnia S, ktéra zawiera w sobie P i jest orto-
gonalna do 7.

Na rysunku wida¢, ze rozwazana linia k,, nie musi mie¢ punktow wspélnych z P,
jednakze zawsze ma jeden punkt wspolny z hiperpowierzchnia S, zawierajaca w sobie P
i bedaca ortogonalna w stosunku do ». W pokazanym przypadku jedynie punkt a, bedzie
widoczny na ptaszczyznie obserwacyjnej P.

W praktyce, tylko przy niewielu ustawieniach plaszczyzny obserwacyjnej P mozna
zobaczy¢ jakiekolwiek punkty. W celu uniknigcia takiej sytuacji zalozono, ze w danym
punkcie ptaszczyzny obserwacyjnej P bgda widoczne nie tylko punkty zlokalizowane na
liniach rownolegtych do r i przechodzacych przez P, ale rowniez punkty, ktore sa zlokali-
zowane na liniach réwnolegtych do » 1 przechodzacych przez S (tzn. hiperpowierzchnig
zawierajaca w sobie P 1 bedaca ortogonalna do ) w odlegtosci mniejszej od ptaszczyzny
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obserwacyjnej P niz pewna ustalona wartos¢. Warto$¢ ta dla obserwowanego punktu a
bedzie reprezentowana przez wektor b,, nazywany promieniem tunelu.

Def. Promien tunelu punktu aeX dla ptaszczyzny obserwacyjnej P = 6(w,{p1, p.}) jest
zdefiniowany jako:

b,=vyr+a—w-—Bp — Popa, gdzie:

_(w-a.r) (yr+a=w,p) (yr+a=w,py) 43)

B >

(r,r) (p1:p1) TS

reX — wlasciwy kierunek rzutowania na ptaszczyzng obserwacyjna P.

W przypadku zilustrowanym na rysunku 4.2 w punkcie e ptaszczyzny obserwacyjnej P
(w rozwazanym przykladzie dla uproszczenia P jest jednowymiarowa), beda widoczne
wszystkie punkty zlokalizowane w tunelu, ktory przecina t¢ ptaszczyzng w punkcie e i ktory
rozciaga si¢ wzdtuz kierunku rzutowania . W rzeczywistos$ci, przy dwuwymiarowej plasz-
czyznie obserwacyjnej P w danym punkcie e tej ptaszczyzny, widoczne beda wszystkie
punkty zlokalizowane w tunelu, ktorego przekroj jest (n—3)-wymiarowa kula i ktory rozciaga

ss\,

si¢ wzdhuz kierunku rzutowania r.

P

7P 7
S S

Rys. 4.2. Tunel T dla punktu e

Fig. 4.2. Tunnel T for point e

Tunelem na rysunku 4.2 jest zakreskowana powierzchnia 7. Wszystkie punkty, ktore
znajduja si¢ w tunelu 7' beda widoczne w punkcie e na ptaszczyznie obserwacyjnej P.
4.2. Procedura rysowania

Ponizszy algorytm stuzy do narysowania projekcji punktu obserwowanego a, zgodnie

z kierunkiem rzutowania  na plaszczczyzng obserwacyjna P = 0(W,{p1,p2}):
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1. Odlegtos¢ rzutu punktu obserwowanego a oblicza sig¢ za pomoca wzoru:
v =(w—a,nr)(r,r).

2. Potozenie rzutu punktu obserwowanego a (para f3;,B,€F) oblicza si¢ za pomoca
wzorow: B, = (yr + a—w,p))/(p1,p1), B2 = (Wr + a — w,p2)/(p2,p2)-

3. Promien tunelu b, punktu a nalezy obliczy¢ korzystajac ze wzoru:
b,=vyr+a—w-—PBip;— Pap2.

4. W tym miejscu nalezy sprawdzié, czy iloczyn skalarny (b,,b,) jest mniejszy niz
przyjety maksymalny promien tunelu i czy odlegto$é rzutu punktu obserwowanego a jest
mniejsza niz przyj¢ty maksymalny zasigg. Jezeli warunki te sa spetnione, nalezy narysowaé
punkt na ptaszczyznie obserwacyjnej P = 3(w,{p1,p2}) W pozycji o wspotrzednych (B1,5.),
w przeciwnym wypadku punkt nie powinien by¢ rysowany.

n
Iloczyn skalarny nalezy obliczy¢ korzystajac ze wzoru: (x,y) = le», v;, gdzie: x =
i=1

(x1,%2,....%0), ¥ = (¥1,V2,...Vn), 1 — liczba wymiardw, n > 3.

4.3. Wizualizacja siedmiowymiarowych danych

Metoda tuneli obserwacyjnych zostata zastosowana do wielowymiarowej analizy wggla
trzech typow (patrz zatacznik). Kazdy z siedmiu parametréw opisujacych analizowany
material zostat potraktowany jako oddzielny wymiar. Utworzono zatem siedmiowymiarowa
przestrzen. Rysunki 4.3—4.5 przedstawiaja wyniki doswiadczalne dla wszystkich typow
wegla, a wige dla wegla typu 31 (72 probki), 34.2 (61 probek) oraz 35 (72 probki). Nizsza
ilo$¢ wynikow dla wegla typu 34.2 wiaze si¢ z tym, ze niektoérych wynikow dla tego
materiatu zabraklo. Rysunek 4.3 przedstawia widok, na podstawie ktorego widaé, ze dane
dotyczace wegla typu 31 sa zlokalizowane w innej czgsci przestrzeni niz dane dla wegla
typu 35.

Na podstawie analizowanych obrazow mozna stwierdzi¢, ze przyjete parametry sa wy-
starczajace do prawidlowej identyfikacji, czy dana probka nalezy do wegla typu 31 czy
wegla typu 35. Na rysunku 4.4 uzyskano widok pozwalajacy stwierdzi¢, ze dane dla wegla
typu 35 zajmuja inny obszar przestrzeni niz dane dotyczace wegla 34.2. Z kolei rysunek 4.5
przed- stawia widok pozwalajacy stwierdzi¢, ze dane dla wegla typu 31 zajmuja inny obszar
przestrzeni niz dane dotyczace wegla typu 34.2. Z tych trzech widokéw mozna wige
wnioskowaé, ze przyjete parametry sa wystarczajace do prawidlowej identyfikacji czy dana
prébka nalezy do wegla typu 31, 34.2, czy tez 35. Jednoczesnie nie udalo si¢ uzyskac jednego
widoku, z ktérego méglby wynikaé powyzszy wniosek. Swiadczyé to moze o skompli-
kowanej strukturze analizowanych danych.

Do wizualizacji powyzszych danych uzyto réwniez metody osi rownolegtych. W me-
todzie tej na plaszczyznie rozmieszczonych jest n rownoleglych osi odpowiadajacych n
wymiarom przestrzeni. Jeden punkt przestrzeni reprezentowany jest przez krzywa tamana.
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Rys. 4.3. Uzyskany widok, z ktérego wynika, ze dane dla wegla typu 31 (punkty szare) zajmuja inny obszar
przestrzeni niz dane dla wegla typu 35 (punkty jasne — skupione w dwoch grupach/podobszarach przestrzeni)

Fig. 4.3. The obtained view, from which it occurs that the data for coal of type 31 (gray spots) are located in
other part of the space than data for coal of type 35 (bright spots — accumulated in two groups/subareas of the
space)

Rys. 4.4. Widok, z ktorego wynika, ze dane dla wegla typu 34.2 (punkty czarne) zajmuja inny obszar
przestrzeni niz dane dla wegla 35 (punkty jasne)

Fig. 4.4. View from which it occurs that the data for coal of type 34.2 (black spots) are located in other part of
the space than data for coal of type 35 (bright spots)
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Rys. 4.5. Widok, z ktorego wynika, ze dane dla wegla typu 31 (punkty szare) zajmuja inny obszar przestrzeni
niz dane dotyczace wegla typu 34.2 (punkty czarne)

Fig. 4.5. View, from which it occurs that data for coal of type 31 (gray spots) are located in other part of the
space than data for coal of type 34.2 (black spots)

Krzywa ta przechodzi przez kazda i-ta 0§ w miejscu, ktére odpowiada wartosci i-tej wspot-
rzednej punktu. Rysunek 4.6 przedstawia ideg tej metody.

A A A A A A
71 1 1 1 1 1
I’ B 8 J 4 4 )

X1 X2 X3 X4 X5 X6

Rys. 4.6. Metoda osi rownolegtych. Jeden przyktadowy, szesSciowymiarowy punkt o wspotrzednych (5, 1, 4, 5,
5, 2) reprezentowany jest jako tamana ztozona z 5 odcinkéw faczacych 6 punktow na plaszczyznie, po jednym
punkcie na kazdej z rownoleglych osi. Potozenie punktu na i-tej osi odpowiada i-tej wspotrzedne;j
sze$ciowymiarowego punktu

Fig. 4.6. Parallel coordinates method. One example, six-dimensional point of the coordinates (5, 1,4, 5, 5, 2) is

represented as polyline constructed from 5 segments joining 6 points on the surface, by one point on each

parallel axes. The location of point on i7" axis refers to i” coordinate of six-dimensional point
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Rys. 4.7. Widok danych dla wegla typu 31 (punkty szare), 34.2 (punkty czarne) oraz 35 (punkty jasne)
Fig. 4.7. View of data for coal of type 31 (gray spots), 34.2 (black spots) and 35 (bright spots)

Na rysunku 4.7 przedstawiono widok analizowanych siedmiowymiarowych danych przy
uzyciu metody osi rownolegtych. Na podstawie tego widoku nie mozna stwierdzi¢, czy
probki poszczegolnych typow wegli mozna od siebie odseparowa¢. Mozna natomiast
stwierdzi¢, ze przed dalsza analiza warto dane jeszcze raz przeskalowaé tak, by zakres
warto$ci zmieniat si¢ w kazdej wspolrzednej przestrzeni podobnie. W ten sposob uzyskamy
sytuacje, w ktorej niezaleznie od wyboru metryki kazdy z parametréw bedzie miat podobna
wage przy ocenie/klasyfikacji danych.

4.4. Wizualizacja siedmiowymiarowych danych dla wegla z podzialem na klasy
ziarnowe

Widok danych dla wegla typu 31, z podziatem na klasy ziarnowe przedstawiono na
rysunku 4.8. Widzimy tutaj 9 klas — punkty danego odcienia jasno$ci reprezentuja probki tej
samej klasy. Przy takim podejsciu nie udalo si¢ uzyska¢ widokéw, z ktorych mozna by
wyciaga¢ wnioski.

Wnhioski udato sig uzyska¢ dopiero przy podejsciu, w ktorym analizujemy rozlacznosc¢
klas ziarnowych parami. Na rysunku 4.9 pokazano taka parg: klasy 20—16 mm oraz 16-14
mm. Na podstawie tego widoku mozna stwierdzi¢, ze punkty reprezentujace te klasy zajmuja
osobne podobszary przestrzeni, a przyjete parametry sa wystarczajace do prawidlowe;j
identyfikacji czy dana probka nalezy do klasy ziarnowej 20-16 mm czy 16-14 mm. Na
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Rys. 4.8. Widok danych dla wegla typu 31 z podziatem na klasy ziarnowe. Punkty danego odcienia jasnosci
reprezentuja probki tej samej klasy. Zbyt duza liczba klas powoduje, ze widok nie jest czytelny

Fig. 4.8. View of data for coal of type 31 with division into particle fractions. The spots of certain level of
brightness represent the samples of the same fraction. Too large number of fractions causes that the view is not
clear

Rys. 4.9. Widok danych dla wegla typu 31, dwie klasy ziarnowe: 20—16 mm (czarne punkty) oraz 16—14 mm
(jasne punkty). Wida¢, ze punkty reprezentujace klasg¢ 20—16 mm gromadza si¢ w dwoch grupach oddzielonych
przez grupg reprezentujaca klasg 16—14 mm

Fig. 4.9. View of data for coal of type 31, two particle fractions: 20—16 (black spots) and 16—14 (bright spots).
It is visible that the spots representing the fraction 20—16 gather in two groups separated by the group
representing fraction 16—14 mm

rysunku 4.10 pokazano widoki wszystkich pozostatych par z klasa ziarnowa 20—16 mm. Na
podstawie kazdego z tych obrazéw mozemy stwierdzié, ze przyjete parametry sa wy-
starczajace do prawidlowej identyfikacji klasy ziarnowej, do ktorej nalezy dana probka.
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Mozemy to stwierdzié, poniewaz widaé na nich, ze kazda klasa w parze zajmuje osobne
podobszary przestrzeni. Jesli wige klasa ziarnowa 20—16 mm z kazda inna klasa zajmuje
osobng czg$¢ przestrzeni to oznacza, ze przyj¢te parametry sa wystarczajace do prawidtowe;j
identyfikacji czy dana probka nalezy klasy ziarnowej 20—16 mm.

Rys. 4.10. Porownanie obrazéw dla wegla typu 31 z wybranymi dwoma klasami ziarnowymi

Fig. 4.10. Comparison of the images for coal of type 31 with two chosen particle fractions.

Przeprowadzajac podobna analiz¢ dla kazdej pary klas ziarnowych mozna stwierdzic, ze
przyjete parametry opisujace probki materiatu sa wystarczajace do wlasciwej identyfikacji
kazdej klasy ziarnowej.

Na bazie siedmiowymiarowej wizualizacji metoda tuneli obserwacyjnych otrzymano
widoki dla wszystkich par typow wegli, co pozwala stwierdzi¢, ze przyjgte parametry
opisowe sa wystarczajace do wlasciwej identyfikacji typu wegla, z ktorego pobrana zostata
probka.

Nie udato si¢ jednak otrzymac jednego widoku pozwalajacego na identyfikacje wszyst-
kich trzech typow wegli za jednym podejéciem. Oznacza to, ze struktura analizowanych
danych jest skomplikowana.

Na podstawie wizualizacji siedmiowymiarowych danych, dla poszczegdlnych typow
wegli podzielonych na klasy ziarnowe nie bylo mozliwe osiagnigcie klarownego widoku dla
wszystkich klas tacznie. Bylo to mozliwe, gdy klasy ziarnowe poréwnywano parami.
Oznacza to, ze przyj¢te parametry opisowe sa wystarczajace do wlasciwej identyfikacji klasy
ziarnowej, z ktorej pobrana zostala probka.

Na podstawie metody osi rownolegltych nie byto mozliwe stwierdzenie, czy mozna
prawidtowo rozpoznaé pochodzenie probki wegla na podstawie obrazu w momencie gdy
wszystkie wegle byly analizowane razem. Aby to bylo mozliwe nalezy dokonaé prze-
skalowania danych w sposdb zapewniajacy kazdemu parametrowi jednakowa wage w zna-
czeniu jego istotnos$ci.

Wyniki wizualizacji otrzymane metoda tuneli obserwacyjnych udowodnity, ze na pod-
stawie zebranych danych mozna uzyska¢ wlasciwe modele matematyczne opisujace procesy
przerébeze surowcodw mineralnych.



104

Otrzymane wyniki byly zachegta do sprawdzenia, czy do identyfikacji typu wegla ko-
nieczne jest zastosowanie wszystkich zebranych danych, czy tez wystarczy w tym celu kilka
z nich. Nalezato wigc sprawdzi¢, czy dane dla poszczegolnych wegli wykazywaty istotne
powiazania migdzy poszczegdlnymi jego cechami.

W celu sprawdzenia powiazan pomigdzy poszczegdlnymi cechami wegla obliczono
macierz korelacji czastkowych dla kazdego typu wegla. Do kazdej z macierzy wykorzystano
dane kazdej klasy ziarnowej (9 klas po 8 frakcji gestosciowych = 72 dane, dla wegla typu
34.2 brakowato kilku pomiardéw, stad w tym przypadku liczba danych = 61) dla kazdego
z badanych typow wegla. Macierze korelacji przedstawiono w tabelach 4.1-4.3.

Tabela 4.1
Macierz korelacji dla wegla typu 31
Table 4.1
Correlation matrix for type of coal 31
Gesto$¢ | Masa sii?frll(i)a Z;\:;r;;)jé Zawarto$¢ Za:;rzzgs'c’ an\ax{iitl)%gzéna Wielkos¢
[Mg/m*]| [g] [cal] (%] siarki [%] lotnych I W, ziarna d
Gestosé [Mg/m’] 1,00 | 0,22 | -0,92 0,92 0,53 -0,81 -0,86 -0,08
Masa [g] -0,22 1,00 0,21 -0,19 -0,29 0,21 0,21 -0,29
Ciepto spalania [cal] -0,92 0,21 1,00 -0,97 -0,36 0,89 0,89 -0,08
Zawarto$¢ popiotu [%]| 0,92 | -0,19 | -0,97 1,00 0,36 -0,93 -0,92 0,06
Zawarto$¢ siarki [%] 0,53 | -0,29 | -0,36 0,36 1,00 0,24 -0,37 -0,31
ﬁ:;cr;o?; czesei 081 | 021 | 089 | 093 | -024 1,00 086 | -0,03
Wilgo¢ analityczna W, | -0,86 0,21 0,89 -0,92 -0,37 0,86 1,00 -0,10
Wielkos¢ ziarna d -0,08 | -0,29 | —0,08 0,06 -0,31 -0,03 -0,10 1,00

Warto zwroci¢ takze uwagg na statystyki opisowe rozwazanych zmiennych. Ich charak-
terystyki przedstawiono w tabelach 4.4-4.6.

Na podstawie wynikow analizy korelacji wida¢ wyraznie, ze silnie skorelowanymi
cechami wegli sa gestosé, ciepto spalania, zawarto$¢ popiotu oraz zawarto$¢ czesci lotnych.
Mozna wige domniemywaé, ze w celu identyfikacji typu wegla nie jest konieczny wybor
laczny wszystkich tych cech, ale mozna wybra¢ jedna z nich. Aby dokona¢ wielowy-
miarowej analizy przedstawionych wyzej danych, opisujacych parametry wegla, zastoso-
wano metodg Tuneli Obserwacyjnych, stuzaca do ich wizualizacji. Kazdy z siedmiu para-
metrow stanowil jeden wymiar. Na poczatku sprawdzono, czy informacje zawarte we wszy-
stkich parametrach sa wystarczajace do prawidtowej identyfikacji rodzaju wegla. Powstata
wigc siedmiowymiarowa przestrzen. Okazato sig, ze przyjete parametry sa wystarczajace do
prawidtowej identyfikacji czy dana probka nalezy do wegla 31, 34.2, czy 35. Rysunek 4.11
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Tabela 4.2
Macierz korelacji dla wegla typu 34.2
Table 4.2
Correlation matrix for type of coal 34.2
Gesto$¢ | Masa s(‘;ei:l}fri(i)a Z;;V;rg;)jé Zawarto$¢ Zac\;r:réi(;s'é anziitl)%((:)zéna Wielkos¢
Mg/m’]| [g] [cal] (%] siarki [%)] lotnych I W, ziarna d
Gestosé [Mg/m’] 1,00 | -0,47 | —0,96 0,93 0,20 -0,70 -0,44 -0,08
Masa [g] -0,47 1,00 0,37 -0,35 -0,30 0,29 0,06 -0,18
Ciepto spalania [cal] -0,96 0,37 1,00 -0,99 -0,12 0,82 0,42 0,01
Zawarto$¢ popiotu [%]| 0,93 | —0,35 | -0,99 1,00 0,12 -0,85 -0,41 -0,02
Zawarto$¢ siarki [%] 0,20 | -0,30 | -0,12 0,12 1,00 -0,05 -0,12 -0,29
i i:;;;of/ca czesei 0,70 | 029 | 082 | -085 | -0,05 1,00 029 | 0,07
Wilgo¢ analityczna W,| —0,44 0,06 0,42 0,41 -0,12 0,29 1,00 0,44
Wielkos¢ ziarna d -0,08 | -0,18 0,01 -0,02 -0,29 -0,07 0,44 1,00
Tabela 4.3
Macierz korelacji dla wegla typu 35
Table 4.3
Correlation matrix for type of coal 35
Gegsto$¢ | Masa s(;:l::r}l(i)a Z;:)V;I;;)jé Zawarto$¢ Zac‘zzzz(;éé anZ;:;%:;na Wielkos¢
[Mg/m3] [g] [cal] (%] siarki [%] lotnych 7 W, ziarna d
Gestosé [Mg/m’] 1,00 | -0,14 | 0,98 0,97 0,30 -0,88 0,32 -0,08
Masa [g] -0,14 1,00 0,05 -0,04 -0,40 0,02 -0,18 -0,28
Ciepto spalania [cal] -0,98 0,05 1,00 -1,00 -0,15 0,93 -0,29 0,04
Zawarto$¢ popiotu [%]| 0,97 | —0,04 | —1,00 1,00 0,13 -0,94 0,28 -0,04
Zawarto$¢ siarki [%] 0,30 | -0,40 | —0,15 0,13 1,00 0,01 0,18 -0,10
iat:;‘cr;";‘j czesel 088 | 002 093 | -094 0,01 1,00 | -0.21 0,05
Wilgo¢ analityczna W,| 0,32 | 0,18 | -0,29 0,28 0,18 -0,21 1,00 0,55
Wielkos¢ ziarna d -0,08 | -0,28 0,04 -0,04 -0,10 0,05 0,55 1,00
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Tabela 4.4
Opis statystyczny dla wegla typu 31
Table 4.4
Statistical description for coal of type 31
Parametr Masa [g] Ciepl;)cilla]alania pie:)\izgﬂczf/c;] f;\;vkalrt[(:;c]: Czqs’c[i;f]tne v Wilgovc;/ jmalit.
Srednia 502,8439 4827,682 30,59167 1,139697 26,13288 2,875455
Odch. stand. | 859,7737 1928,198 22,79824 0,495183 6,577693 0,939385
Sko$nos¢ 2,712474 0,709 0,968895 0,541001 —1,03491 —0,20851
Kurtoza 7,474541 —0,14403 0,481473 —0,76674 0,722729 0,018796
Max 4187,8 7518 86,59 2,28 37,04 5,41
Min 7,1 433 1,25 0,39 9,3 0,91
Rozstep 4180,7 7085 85,34 1,89 27,74 4,5
Tabela 4.5
Opis statystyczny dla wegla typu 34.2
Table 4.5
Statistical description for coal of type 34.2
Parametr Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢  |Czesci lotne V| Wilgo¢ analit.
[g] [cal] popiotu [%] siarki [%] [%] |/
Srednia 170,4576 5515,985 27,86561 0,566364 24,65967 0,942097
Odch. stand.| 345,011 2390,505 23,88707 0,347047 5,660467 0,281222
Skosnos¢ 3,59979 -0,75153 1,03294 1,286094 -1,4801 0,347979
Kurtoza 14,49382 -0,21618 0,352019 2,26671 1,582519 0,753901
Max 1817,9 8367 81,97 1,81 31,87 1,87
Min 2,2 591 0,79 0,05 9,77 0,37
Rozstep 1815,7 7776 81,18 1,76 22,1 1,5

przedstawia przyktadowy wynik eksperymentdéw, bioracych pod uwage dane ze wszystkich
trzech typow wegli: 34.2 (61 probek), 35 (72 probki) i 31 (72 probki).

Nastepnie usunigto z danych ostatni parametr, czyli wilgo¢ analityczng. Powstata wigc
przestrzen szesciowymiarowa. Rysunki 4.12 14.13 przedstawiaja wyniki eksperymentow dla
powstalych w ten sposdb danych szesciowymiarowych. Na rysunku 4.12 uzyskano widok,
z ktérego wynika, ze dane dotyczace wegla 31 zajmuja inny obszar przestrzeni niz wegiel 35.
Na podstawie tego mozna stwierdzié, ze przyjgte parametry sa wystarczajace do prawidtowe;j
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Tabela 4.6
Opis statystyczny dla wegla typu 35
Table 4.6
Statistical description for coal of type 35
Parametr Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢  |Czesci lotne V*| Wilgo¢ analit.
[g] [cal] popiotu [%] siarki [%] [%] W,
Srednia 367,6394 5418,258 31,60273 0,562424 17,65485 1,27303
Odch. stand. 631,5312 2286,931 23,39692 0,244667 2,823312 0,180988
Sko$nos¢ 3,136177 —-0,67203 0,732913 1,0921 -1,1957 —0,00556
Kurtoza 10,91593 —0,28671 -0,18804 1,055829 1,004102 —0,58092
Max 3476,2 8383 82,02 1,26 22,18 1,65
Min 21 600 1,84 0,18 10,6 0,85
Rozstep 3455,2 7783 80,18 1,08 11,58 0,8

Rys. 4.11. Widok, z ktorego wynika, ze siedmiowymiarowe dane dla wegla typu 35 (punkty jasne) gromadza si¢
w innej czgsci przestrzeni niz dane dla wegla typu 34.2 (punkty czarne)

Fig. 4.11. View from which it occurs that the seven-dimensional data for coal of type 35 (bright spots) gather in
other part of the space than data for coal of type 34.2 (black spots)

identyfikacji czy dana probka nalezy do wegla typu 31 czy 35. Na rysunku 4.13 uzyskano
widok pozwalajacy stwierdzié¢, ze dane dotyczace wegla 35 zajmuja inny obszar przestrzeni
niz wegiel 34.2. Mozna wigc stwierdzi¢, ze przyjete parametry sa wystarczajace do pra-
widlowej identyfikacji czy dana probka nalezy do wegla typu 35 czy 34.2. Nie udalo si¢
natomiast uzyska¢ widoku, z ktérego mozna by wnioskowac, ze dane dotyczace wegla 31
zajmuja inny obszar przestrzeni niz wegiel 34.2. Nie mozna wigc uznaé, ze przyjgte pa-
rametry s wystarczajace do prawidlowej identyfikacji rodzaju wegla.

Jak weze$niej zauwazono dane siedmiowymiarowe powstale z opisanych wyzej siedmiu
cech wegla sa wystarczajace do prawidtowej identyfikacji rodzaju wegla i jednocze$nie te
same dane po usunigciu parametru ,,wilgo¢ analityczna” nie sa wystarczajace do prawi-
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Rys. 4.12. Widok 6-wymiarowych danych powstatych po usunigciu parametru wilgo¢ analit. Wida¢, ze dane
reprezentujace typ wegla 35 (punkty jasne) zajmuja inny obszar przestrzeni niz dane reprezentujace typ wegla
31 (punkty czarne)

Fig. 4.12. View of 6-dimensional data created after removal of the parameter ,,analytical moisture”. It is visible
that data representing coal of type 35 (bright spots) are located in other area of space than data representing coal
of type 31 (black spots)

Rys. 4.13. Widok 6-wymiarowych danych powstatych po usunigciu parametru ,,wilgo¢ analityczna”. Widac, ze
dane reprezentujace typ wegla 35 (punkty jasne) zajmuja inny obszar przestrzeni niz dane reprezentujace typ
wegla 34.2 (punkty czarne)

Fig. 4.13. View of 6-dimensional data created after removal of the parameter ,,analytical moisture”. It is visible
that data representing coal of type 35 (bright spots) are located in other area of space than data representing coal
of type 34.2 (black spots)

dlowej identyfikacji rodzaju wegla. Wniosek z tego moze by¢ tylko jeden: parametr ,,wilgo¢
analityczna” jest niezbgdny do prawidtowej identyfikacji rodzaju wegla. Nastgpny zestaw
danych skonstruowano wigc opierajac si¢ na tym parametrze.

Na podstawie wynikow macierzy korelacji, z powyzej opisanych siedmiowymiarowych
danych usunigto cztery cechy wegla, pozostawiajac jedynie trzy parametry: wilgo¢ anali-
tyczna, zawarto$¢ siarki oraz cz¢sci lotne. Kazdy z tych parametréw stanowit jeden wymiar.
Powstala wige trojwymiarowa przestrzen. Rysunki 4.14 i 4.15 przedstawiaja wyniki eks-
perymentow. Na rysunku 4.14 uzyskano widok, z ktérego wynika, ze dane dotyczace wegla
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31 zajmuja inny obszar przestrzeni niz wegiel 35. Na podstawie tego mozna stwierdzic, ze
przyjete parametry sa wystarczajace do prawidlowej identyfikacji czy dana probka nalezy do
wegla typu 31 czy 35. Na rysunku 4.15 uzyskano widok pozwalajacy stwierdzi¢, ze dane
dotyczace wegla 34.2 zajmuja inny obszar przestrzeni niz wegiel 35 oraz jednocze$nie
zajmujg inny obszar przestrzeni niz wegiel typu 31. Z tych dwoch widokow mozna wige
wnioskowaé, ze przyjete parametry sa wystarczajace do prawidlowej identyfikacji czy dana
probka nalezy do wegla 31, 34.2, czy 35. Jednocze$nie nie udato si¢ uzyskac jednego
widoku, z ktérego mégiby wynikaé powyzszy wniosek. Swiadczyé to moze o skompli-
kowanej strukturze analizowanych danych.

Rys. 4.14. Widok 3-wymiarowych danych: wilgo¢ analityczna, zawarto$¢ siarki oraz czgsci lotne. Wida¢, ze
dane reprezentujace typ wegla 35 (punkty jasne) zajmuja inny obszar przestrzeni niz dane reprezentujace typ
wegla 31 (punkty czarne)

Fig. 4.14. View of 3-dimensional data: analytical moisture, sulfur contents and volatile parts contents. It is
visible that the data representing coal of type 35 (bright spots) are located in other part of the space than data
representing coal of type 31 (black spots)

Nastepnie postanowiono sprawdzi¢, jaki wpltyw na mozliwosé identyfikacji rodzaju
wegla bedzie miato zastapienie jednego z parametréw opisujacych wegiel innym para-
metrem w wysokim stopniu z nim skorelowanym. Parametr ,,czgsci lotne” z parametrem
»cieplo spalania” ma wspotczynnik korelacji 0,93 dla typu wegla 31, 0,82 dla typu wegla
34.2 oraz 0,89 dla typu wegla 35 (patrz tabele 4.1-4.3). Sa to wigc parametry powiazane
wysokim wspoétczynnikiem korelacji. Dlatego w zestawie trzech cech (wilgo¢ analityczna,
zawarto$¢ siarki oraz czesci lotne), ktore jak wezesniej pokazano sa wystarczajace do
prawidtowej identyfikacji rodzaju wegla, zastapiono parametr ,,czg¢sci lotne” parametrem
»ciepto spalania”. Rysunki 4.16 i 4.17 przedstawiajg otrzymane rezultaty. Na rysunku 4.16
uzyskano widok pozwalajacy stwierdzi¢, ze dane dotyczace wegla 31 zajmuja inny obszar
przestrzeni niz wegiel 34.2 oraz jednoczesnie zajmuja inny obszar przestrzeni niz wegiel
typu 35. Na podstawie tego mozna stwierdzi¢, ze przyjgte parametry sa wystarczajace do
prawidtowej identyfikacji czy dana probka nalezy do wegla typu 31. Jednoczes$nie nie udato
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Rys. 4.15. Widok 3-wymiarowych danych powstatych z cech: wilgo¢ analityczna, zawartos$¢ siarki oraz czgsci
lotne. Wida¢, ze dane reprezentujace typ wegla 34.2 (punkty czarne) zajmuja inny obszar przestrzeni niz dane
reprezentujace typ wegla 31 (punkty szare) oraz dane reprezentujace typ wegla 34.2 (punkty czarne) zajmuja

inny obszar przestrzeni niz dane reprezentujace typ wegla 35 (punkty jasne)

Fig. 4.15. View of 3-dimensional data created from the features: analytical data, sulfur contents and volatile
parts contents. It is visible that data representing coal of type 34.2 (black spots) are located in other part of the
space than data representing coal of type 31 (gray spots) and data representing coal of type 35 (bright spots)

Rys. 4.16. Widok 3-wymiarowych danych powstatych z cech: wilgo¢ analityczna, zawarto$¢ siarki oraz ciepto

spalania. Wida¢, ze dane reprezentujace typ wegla 31 (punkty szare) zajmuja inny obszar przestrzeni niz dane

reprezentujace typ wegla 34.2 (punkty czarne) oraz inny obszar przestrzeni niz dane reprezentujace typ wegla
35 (punkty jasne)

Fig. 4.16. View of 3-dimensional data created from the features: analytical moisture, sulfur contents and
spots)

combustion heat. It is visible that the data representing coal of type 34.2 (black spots) are located in other part
of the space than data representing coal of type 31 (gray spots) and data representing coal of type 35 (bright
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Rys. 4.17. Widok 3-wymiarowych danych powstatych z cech: wilgo¢ analityczna, zawarto$¢ siarki oraz ciepto
spalania. Najlepszy uzyskany widok nie pozwala stwierdzi¢ czy dane reprezentujace typ wegla 34.2 (punkty
czarne) mozna oddzieli¢ od danych reprezentujacych typ wegla 35 (punkty jasne) — zbiory punktow
reprezentujacych te dwa typy zachodza na siebie

Fig. 4.17. View of the 3-dimensional data created from the features: analytical moisture, sulfur contents and

combustion heat. The best view does not allow to state if the data representing coal of type 34.2 (black spots)

can be divided from the data representing coal of type 35 (bright spots) — sets of spots representing these two
types overlap

si¢ uzyska¢ widoku, pozwalajacego stwierdzi¢, ze dane dotyczace wegla 34.5 zajmuja inny
obszar przestrzeni niz wegiel 35. Najlepszy uzyskany widok dotyczacy mozliwosci roz-
dzielenia wegli typu 34.5 oraz 35 pokazano na rysunku 4.17. Nie mozna wigc uznaé, ze
przyjete parametry sa wystarczajace do prawidtowej identyfikacji rodzaju wegla. Wynika
z tego, ze w wyniku zamiany parametru ,,cz¢$ci lotne” na parametr ,,ciepto spalania”,
utracona zostata informacja pozwalajaca w sposob prawidlowy identyfikowac rodzaj wegla.
Nastapito to pomimo wysokiego wspotczynnika korelacji tych parametrow.

Podobnie postapiono, zastgpujac parametr ,,czgsci lotne” parametrem ,,zawartos¢ po-
piolu”. Wspotczynnik korelacji tych dwoch parametrow jest wysoki i wynosi —0,94 dla
wegla typu 31,-0,85 dla wegla typu 34.2 oraz —0,93 dla wegla typu 35 (patrz tabele 4.1-4.3).
Powstal wige uktad trzech parametréw: wilgo¢ analityczna, zawartos¢ siarki oraz zawartos¢
popiotu. Na rysunku 4.18 uzyskano widok pozwalajacy stwierdzi¢, ze dane dotyczace wegla
31 zajmuja inny obszar przestrzeni niz wegiel 34.2 oraz jednocze$nie zajmuja inny obszar
przestrzeni niz wegiel typu 35. Na podstawie tego — podobnie jak w poprzednio wybranym
zestawie cech — mozna stwierdzi¢, ze przyjgte parametry sa wystarczajace do prawidlowe;j
identyfikacji czy dana probka nalezy do wegla typu 31. Jednocze$nie nie udato si¢ uzyskac
widoku, pozwalajacego stwierdzi¢, ze dane dotyczace wegla 34.2 zajmuja inny obszar
przestrzeni niz wegiel 35. Przyjete parametry nie sa wige wystarczajace do prawidtowej
identyfikacji rodzaju wegla. Wige w wyniku zamiany parametru ,,czg$ci lotne” na parametr
»zawartos¢ popiotu”, podobnie jak poprzednio utracona zostata informacja pozwalajaca
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Rys. 4.18. Widok 3-wymiarowych danych powstatych z cech: wilgo¢ analityczna, zawarto$¢ siarki oraz
zawarto$¢ popiotu. Widac, ze dane reprezentujace typ wegla 31 (punkty szare) zajmujaq inny obszar przestrzeni
niz dane reprezentujace typ wegla 34.2 (punkty czarne) oraz inny obszar przestrzeni niz dane reprezentujace typ
wegla 35 (punkty jasne)

Fig. 4.18. View of 3-dimensional data created from the features: analytical moisture, sulfur contents and ash
contents. It is visible that data representing coal of type 31 (gray spots) are located in other area of the space
than the coal of type 34.2 (black spots) and data representing coal of type 35 (bright spots)

W sposob prawidlowy identyfikowac trzy rodzaje wegla pomimo wysokiego wspotczynnika
korelacji tych parametrow.

Przeprowadzone wizualizacje wielowymiarowych danych pozwolity sformutowac naste-
pujace wnioski:

— przyjgte siedmiowymiarowe dane oparte na przyjgtych siedmiu cechach sa wystar-

czajace do prawidtowej identyfikacji typu wegla;

— dane szesciowymiarowe powstate w wyniku usunigcia parametru ,,wilgo¢ anality-
czna” nie sa wystarczajace do prawidlowej identyfikacji rodzaju wegla. Pozwalaja
jedynie odroznié od siebie typy wegli 35 od 31 oraz 35 od 34.2;

— parametr ,,wilgo¢ analityczna” jest niezbedny do prawidtowej identyfikacji rodzaju
wegla;

— dane trzywymiarowe powstale z parametrow: wilgo¢ analityczna, zawarto$¢ siarki
oraz czg¢sci lotne sa wystarczajace do prawidlowej identyfikacji typu wegla;

— zastapienie w zestawie cech wegla jednego z parametrow opisujacych wegiel innym
parametrem w wysokim stopniu z nim skorelowanym nie gwarantuje zachowania
informacji koniecznych do identyfikacji rodzaju wegla.

Jak tatwo zauwazy¢, metody wizualizacji danych wielowymiarowych dotyczacych ma-
teriatbw uziarnionych nie do konca sa wkomponowane w szeroko rozumiane metody
statystycznej wielowymiarowej analizy danych. Warto jednak zwroci¢ uwagg, ze stwarzaja
one mozliwo$ci klasyfikacji materiatdéw uziarnionych (okres$lanie ,,gatunku”, miejsca pocho-
dzenia) i dlatego moga by¢ interesujace dla potrzeb przerdbki surowcoOw mineralnych. Z tego
powodu prace w tym zakresie bgda kontynuowane.



Podsumowanie

Zgodnie z planem prezentowanej monografii jej celem bylo wprowadzenie i zasto-
sowanie wielowymiarowych charakterystyk zmiennych losowych (wektoréw losowych) do
opisu wiasciwosci materiatow uziarnionych i procesow ich rozdziatu. Opis takich mate-
riatbw wymaga dostosowania si¢ do ich natury oraz mozliwo$ci ich charakteryzowania
(pomiaru warto$ci cech), co rodzi okreslone ktopoty interpretacyjne i obliczeniowe, ponie-
waz wystepujace w wektorze losowym zmienne dziela si¢ praktycznie na dwie kategorie:
zmienne mierzalne bezposrednio (poprzez sortowanie ziaren do okreslonych zbioréw
(frakcji) (przesiewanie, rozdzial w cieczach cigzkich, separacja magnetyczna itp.) oraz
zmienne, ktore charakteryzowane sa posrednio przez ich rozktady warunkowe lub wartosci
srednie w otrzymywanych zbiorach (szeroko rozumianych klaso-frakcjach), czyli zawartosci
sktadnikow i wtasciwosci okreslane odpowiednimi metodami analitycznymi.

Taki podzial zmiennych powoduje dobor metod opisu dostosowanych do nich, tzn.
bezposrednio charakterystyk rozktadow wielowymiarowych lub posrednich metod charak-
terystyk regresyjnych.

W pracy zostaly wykorzystane obie $ciezki opisu. Patrzac z punktu widzenia formali-
zacji wielowymiarowego opisu materiatdw uziarnionych, przyjeto m.in. metodyke rozkta-
déw Morgensterna, dla ktérych potrzebne rozktady brzegowe wyznaczono réznymi tech-
nikami:

— rozktadami cenzurowanymi poszczegolnych zmiennych losowych;

— wykorzystujac funkcje odwrotne do dystrybuant (przy aproksymacji np. krzywych

wzbogacalnosci);

— niekonwencjonalnymi metodami statystycznymi (m. in. nieparametryczne metody
statystyczne, rozktady warunkowe oparte na metodach bayesowskich, czy nowator-
skie zastosowanie metody krigingu zwyczajnego).

W realizacji celow pracy postuzono si¢ réznorakimi technikami obliczeniowymi, wli-
czajac w to zaréwno jedno-, jak i wielowymiarowe klasyczne i nieklasyczne rozktady
zmiennych losowych, rozktady warunkowe, techniki interpolacyjne z zastosowaniem me-
tody krigingu, czy metody wielowymiarowej wizualizacji danych.

W monografii przedstawiono praktyczne zastosowanie modeli teoretycznych. Dokonano
udanej dwuwymiarowej aproksymacji krzywych wzbogacalno$ci Henry’ego na przyktadzie
wegla. W tym celu zastosowano rozne techniki aproksymacyjne, oparte na rozkltadzie
logistycznym oraz rozkltadzie GSA. Aby aproksymacja byla doktadniejsza zaimplemen-
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towano tez tu metodg krigingu zwyczajnego. Pozwolito to na wyprowadzenie wnioskdw, ze
metodyka moze by¢ z powodzeniem stosowana do aproksymacji podstawowych krzywych
wzbogacalnosci Henry’ego, co potwierdza fakt, ze $rednia zawarto$¢ popiotu obliczona na
podstawie wynikow do$wiadczalnych nie rdzni si¢ w znaczacy sposob od wartosci wyli-
czonej na podstawie teoretycznej krzywej Henry’ego. Ponadto niewielki $redniokwadra-
towy blad przyblizenia $rednich zawarto$ci popiotu w poszczegdlnych frakcjach, uzasadnia
prawidtowos¢ stosowanej metody aproksymacyjnej. Mozna przyjac, ze uzyskana krzywa
teoretyczna jest dobra aproksymacja krzywej wzbogacalno$ci Henry’ego. Ponadto przedsta-
wienie w postaci analitycznej krzywej Henry’ego pozwala oszacowac zawartos¢ badanego
sktadnika (w dowolnej frakcji badanego materiatu, tzn. w dowolnym zakresie gestosci).

Aby poprawi¢ jakos$¢ aproksymacji zaproponowano réwniez zastosowanie nieparame-
trycznych metod statystycznych, m. in. w celu aproksymacji rozktadu zawartosci popiotu
w weglu, bedacym mieszaning materiatu pobranego z ré6znych poktadow. Dokonano poréw-
nania klasycznej aproksymacji za pomocg rozkladu logarytmiczno-normalnego z aproksy-
mantami otrzymanymi poprzez zastosowanie funkcji jadrowych z jadrem Epanechnikowa
oraz jadrem Gaussa, jak rowniez metoda Fouriera. Okazalo sig, ze metody nieparametryczne
daty lepsze efekty dopasowania od najlepszego rozkladu otrzymanego metoda klasyczna. Na
podstawie przeprowadzonych badan mozna wigc stwierdzi¢, ze rozktad zawartosci popiotu
w nadawie wegla nalezy rozpatrywac jako mieszaning rozkladow tej cechy w poszcze-
golnych poktadach. Ponadto zastosowanie nieparametrycznych metod estymacji pozwala
bardziej precyzyjnie okresli¢ funkcjg ggstosci niz w przypadku zatozenia, Ze rozktad badane;j
cechy nalezy do rodziny rozktadow zadanych z gory (np. rozktad logarytmiczno-normalny).
Warto rowniez zauwazy¢, ze w poszczegolnych poktadach nie zawsze ta sama metoda daje
optymalny, mozliwy efekt, dlatego celowe jest zastosowanie funkcji ggstosci mieszaniny
optymalnych estymatoréw dla poszczegélnych frakcji. Analizujac stosowalno$¢ nieparame-
trycznych metod statystycznych mozna tez stwierdzié, ze metody nieparametrycznej esty-
macji pozwalaja doktadniej okresli¢ prawdopodobienstwo ryzyka ekonomicznego, zwia-
zanego z zatozeniem okre$lonej jakosci wegla.

W dalszej czesci opracowania dokonano aproksymacji krzywych sktadu ziarnowego za
pomoca rozktadu Weibulla, ale z bayesowskimi estymatorami parametrow tego rozktadu. Do
tego celu, jako materiat analityczny wybrano materiat skalny — porfir, ktory poddano proce-
sowi wielostadialnego kruszenia. Nastgpnie, stosujac twierdzenie Bayesa, wyprowadzono
estymatory parametrow opisowych rozktadu Weibulla (dj i ¢) dla sktadu ziarnowego w po-
szczegoblnych stadiach rozdrabniania i podstawiono je do wzoru na rozktad Weibulla dla tych
stadiow, gdzie tradycyjna aproksymacja nie dala zadowalajacego poziomu dopasowania
(wysoka warto$¢ btedu sredniokwadratowego s,). Do sprawdzenia jako$ci aproksymacji
wybrano wigc te poziomy kruszenia, dla ktorych krzywa Weibulla, wyznaczona za pomoca
linearyzacji nie byla najlepiej dopasowana. Za kazdym razem estymatory bayesowskie
dawaly lepsze dopasowanie. Zasadnym jest wigc stosowanie tej metody estymacji para-
metrow rozktadow przy okreslaniu teoretycznych krzywych sktadu ziarnowego, jak i roz-
ktadoéw innych wielkosci charakteryzujacych materiat uziarniony.
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Zaprezentowano roéwniez wieclowymiarowa analiz¢ materialu uziarnionego na przy-
ktadzie wegla, podzielonego na klaso-frakcje. Zaproponowano kilka metod aproksymacji —
tradycyjna, oparta na iloczynie dystrybuant sktadu ziarnowego i ggstosciowego analizo-
wanego materialu oraz metod¢ oparta na tzw. rozktadach Morgensterna. Okazato sig, ze
metoda Morgensterna daje zdecydowanie lepsze efekty i jako$¢ dopasowania niz tradycyjny
iloczyn zmiennych losowych. Na podstawie tych analiz mozna ponadto stwierdzi¢, ze
jedynie wielowymiarowa analiza statystyczna moze da¢ wystarczajaco petng informacje na
temat zwiazkow 1 wplywoéw poszczegdlnych cech materiatu uziarnionego. Oprocz klasy-
cznych metod statystycznych mozliwe jest zastosowanie wielu innych technik, a obok takich
cech jak wielkos$¢ i1 gesto$¢ ziarna mozna bra¢ pod uwage takze inne cechy materialu
uziarnionego, jak np. zawarto$¢ popiotu, czy zawartos¢ siarki, ktore rowniez znaczaco
wplywaja na jako$¢ analizowanego materiatu.

Oprocz klasycznych aproksymant w analizie wielowymiarowej zastosowano takze me-
tody nieparametryczne, tj. metody jadrowe oraz metod¢ Fouriera, ktére nalezy stosowaé
w przypadku, gdy tradycyjne aproksymacje na daja zadowalajacych efektow. Metody te
ponadto wykorzystano takze przy oszacowywaniu rozkltadow warunkowych. Podjgto probe
aproksymacji rozktadu warunkowego F(d|p). Na podstawie wynikow do$wiadczalnych,
dotyczacych wegla, skonstruowano warunkowa empiryczna dystrybuantg F(d|p) dla
zmiennej D (wielko$¢ ziarna), dla kazdej klasy ziarnowej przy ustalonej wartosci ggstosci.
Nastgpnie, za pomoca dystrybuanty rozktadu Weibulla, dokonano aproksymacji sktadu
ziarnowego. Dla poszczegdlnych frakeji ggstosciowych otrzymano ten sam typ rozktadu, ale
jego parametry byly rozne. Przyjeto wige, ze oba parametry opisowe rozktadu Weibulla sa
zmiennymi losowymi, ktore zaproksymowano za pomoca metod nieparametrycznych. Wy-
niki aproksymacji byly bardzo dobre. Dokonano réwniez analizy regresyjnej dla obu para-
metréw oraz ggstosci ziaren, stosujac zarowno metodg tradycyjna, jak i oparta na roz-
winigciu w szereg Fouriera. Zastosowana metodyka pozwolita na stwierdzenie, Ze zasto-
sowanie metody Fouriera do estymacji funkcji regresji dato mozliwo$é uzyskania postaci
analitycznej rozktadu warunkowego zmiennej losowej opisujacej wielko$¢ ziarna przy
zatozonej wartos$ci jego gestosci. Znajac rozktad gestosci ziarna, ktora najczesciej apro-
ksymowana jest za pomoca rozktadow Weibulla lub rozktadu logistycznego mozliwe jest
utworzenie dwuwymiarowego rozktadu opisujacego rozmiar i ggstos¢ ziarna.

Oprocz klasycznych aproksymacji dokonano praktycznego zastosowania metody kri-
gingu zwyczajnego w celu interpolacji warto$ci wybranych charakterystyk materiatu uziar-
nionego na przykladzie wegla. Metoda ta daje mozliwo$¢ uzyskania bardzo doktadne;j
informacji na temat badanego materialtu w momencie, gdy badacz nie dysponuje pelnymi
wynikami analiz lub sa one niezbyt doktadne (np. zbyt szerokie klasy ziarnowe lub frakcje
gestosciowe). W monografii przedstawiono zastosowanie réznego rodzaju wariogramow,
ktore sa baza do stosowania metody krigingu. Wykorzystano zaréwno konkretne typy takich
funkcji, jak rowniez tzw. wariogramy taczone, bedace kompilacja dwoch lub wigcej typow
wariograméw sktadowych. Taka metodyka umozliwia bardziej doktadny opis, a tym samym
zmniejsza warto$¢ bledu analizy. Stosujac metodg krigingu interpolowano warto$ci doty-
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czace zawartosci popiotu, siarki oraz czgsci lotnych w weglu w zaleznosci od wielkosci
i gestosei ziarna. Tym samym dowiedziono, ze zastosowanie metod krigingu do zagadnien
zwiazanych z przerobka surowcoéw mineralnych pozwala na lepsza aproksymacjg zaleznosci
miedzy wlasciwos$ciami badanego materiatlu. Pozwala rowniez na utworzenie wigkszej
liczby danych pomiarowych, ktére moga pozwoli¢ na podziat badanego materiatu na wezsze
frakcje, a wigc na bardziej precyzyjne modelowanie réznego rodzaju krzywych i powierz-
chni stosowanych w przerobce surowcow mineralnych. Tak wigc technika ta, stosowana
gléwnie w geostatystyce, moze réwniez zostaé wykorzystana w badaniach materialow
uziarnionych. Potencjalne wykorzystanie tej techniki w przerébce surowcow mineralnych —
a zwlaszcza wegla — jest bardzo duze.

Zaprezentowano rowniez metody wielowymiarowej wizualizacji danych. Metody te,
majace swoja genez¢ zardwno w statystyce, jak i informatyce pozwalaja na interpretacje
graficzna danych o ilo$ci wymiarow wigkszej niz trzy. W pracy przedstawiono i omdéwiono
gtéwnie metodg tuneli informacyjnych, ktoéra zastosowano do wizualizacji danych dotycza-
cych wegla. Zastosowana metodyka umozliwia identyfikacj¢ zarowno typu wegla (wegiel
energetyczny, semi-koksujacy lub wegiel koksujacy), jak réwniez pozwala na identyfikacje
klasy ziarnowej lub frakcji ggstosciowej z jakiej pobrany zostat analizowany materiat.
Widoki, bedace swoistymi siedmiowymiarowymi projekcjami daja mozliwos¢ wyciagnigcia
informacji z duzej ilo$ci danych, a tym samym dokonania swoistego data-miningu. Technika
ta jest bardzo nowatorska i nie stosowana dotychczas w przerébee surowcoéw mineralnych.

Prace nad stosowaniem omowionych metod, jak rowniez innych technik bgda konty-
nuowane przez autora monografii.



Zalacznik

Wegle typu 31, 34.2 i 35 zostaly pobrane z trzech kopalni zlokalizowanych w Gérno-
$laskim Okrggu Przemystowym. Kazdy z nich zostat rozdzielony na sitach na klasy ziar-
nowe: —1,00, -3,15, —6,30, —8,00, —10,00, —12,50, —14,00, —16,00 i —20,00 mm. Nast¢pnie,
kazda klasa ziarnowa zostata dodatkowo poddana rozdziatlowi na frakcje densymetryczne
przy zastosowaniu roztworéw wodnych chlorku cynku o réznych gestosciach (1,3, 1,4, 1,5,
1,6, 1,7, 1,8 i 1,9 g/lem’). Takie klaso-frakcje byly nastepnie przedmiotem dalszych badan
(analiza chemiczna).
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ZA.1. Dane dla wegla typu 31

20-16 [mm]
Gestos¢ Cieplo spalania| Zawarto$¢ Zawartos¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve w,
<1,3 303,5 6280 14,75 0,82 29,49 4,03
1,3-1,4 97,9 6225 15,32 0,8 30,01 3,74
1,4-1,5 153,1 6111 16,53 0,8 30,17 3,36
1,5-1,6 66,5 6941 6,67 0,85 33,13 4,20
1,6-1,7 19,4 4741 27,30 0,51 20,18 3,32
1,7-1,8 24,4 4198 36,35 1,36 27,99 2,45
1,8-1,9 65,1 3068 51,96 2,16 21,97 2,01
>1,9 803,1 533 84,33 0,45 11,48 1,03
16-14 [mm]
Ggstose Ciepto spalania| Zawartos¢ Zawarto$¢ Czegsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<1,3 411,7 7141 5,45 0,62 32,50 3,59
1,3-1,4 118,1 5774 21,67 0,68 28,37 2,94
1,4-1,5 209,3 6168 16,6 1,03 29,38 3,23
1,5-1,6 98 4908 29,40 1,06 28,08 3,30
1,6-1,7 22,7 4558 29,48 1,77 31,82 2,89
1,7-1,8 7,1 3790 42,50 0,39 25,91 2,65
1,8-1,9 8,6 2977 49,25 0,56 19,19 2,66
>1,9 805,1 615 83,53 1,69 11,02 1,06
14-12,5 [mm]
Gestosé Ciepto spalania| Zawartos¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/cm’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] e W,
<13 308,6 7048 6,41 0,72 34,32 3,23
1,3-1,4 2925 5859 19,61 0,7 29,22 3,36
1,4-1,5 36,1 2948 16,55 0,76 28,92 3,87
1,5-1,6 10,7 5117 26,10 1,55 31,08 3,40
1,6-1,7 25,6 4 467 35,78 2,28 26,71 2,40
1,7-1,8 139 3920 37,20 1,23 29,24 2,19
1,8-1,9 12,7 3078 48,20 1,13 24,05 2,23
>1,9 601,2 457 86,53 0,40 9,30 0,91
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12,5-10 [mm]|

Gqstos;c' Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ | Zawartos$¢ siarki | Czesci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] [%] Ve W,
<1,3 757,7 7518 2,04 0,60 35,01 4,06
1,3-1,4 467,71 7098 4,36 0,84 32,58 3,38
1,4-1,5 159,9 4782 33,48 1,38 24,88 2,68
1,5-1,6 65,9 4548 36,95 1,12 19,33 2,31
1,6-1,7 31,3 3954 443 0,96 16,38 1,95
1,7-1,8 43,6 2858 53,2 0,94 12,87 1,41
1,8-1,9 40,6 1354 65,9 0,75 11,35 1,32
>1,9 1150 433 86,59 0,60 9,57 1,03
10-8 [mm]
Gqstoié Masa Cieplo spalania| Zawartos¢ [Zawarto$¢ siarki| Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] [%] 7 W,
<13 444,1 7 069 6,42 0,65 32,51 3,75
1,3-1,4 452,6 6187 16,21 0,86 28,84 3,62
1,4-1,5 83,5 5804 21,58 1,17 28,01 3,24
1,5-1,6 53,7 5365 25,8 0,99 28,69 2,95
1,6-1,7 30,8 4434 32,14 0,98 29,84 2,65
1,7-1,8 18,1 2 821 40,36 0,98 26,65 1,71
1,8-1,9 38 3053 48,10 0,98 23,30 2,49
>1,9 928,3 1055 78,46 0,7 11,49 1,19
8-6,3 [mm]
Gqstoié Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<13 933 6 857 10,70 0,56 30,05 3,27
1,3-1,4 531,6 6626 12,09 0,67 29,14 3,44
1,4-1,5 79,9 6106 16,20 1,11 28,60 3,64
1,5-1,6 28,9 5272 25,05 1,64 27,79 2,96
1,6-1,7 26,4 4380 34,50 1,50 26,35 2,76
1,7-1,8 28,7 3732 46,60 1,49 24,75 2,80
1,8-1,9 44 3135 50,86 2,14 24,15 2,11
>1,9 760,8 1672 72,24 0,76 12,57 1,25
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6,3-3,15 [mm]

Gqstoié Masa Cieplo spalania| Zawartos¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] v W,
<1,3 35756 7431 1,28 0,65 37,04 3,18
1,3-1,4 26114 7031 4,23 0,67 32,74 3,94
1,4-1,5 341,6 6 144 14,84 1,36 27,91 3,60
1,5-1,6 128,2 5568 23,1 1,44 26,32 3,21
1,6-1,7 108 4317 37,01 1,64 24,51 2,55
1,7-1,8 104 3874 41,57 1,75 25,17 2,31
1,8-2,0 88,2 3658 42,63 1,81 24,89 2,19
>1,9 2 496,8 3445 43,33 1,95 24,33 2,08
3,15-1 [mm]
Gqstoié Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czesci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<13 4187,8 7367 1,25 0,63 36,02 4,15
1,3-1,4 2 864 7021 3,35 0,66 32,14 4,33
1,4-1,5 310 5939 18,78 1,33 27,54 2,55
1,5-1,6 102,3 5547 23,83 1,66 26,87 2,80
1,6-1,7 111,9 4911 30,54 1,91 25,98 2,65
1,7-1,8 91,3 4177 39,94 1,93 25,17 2,35
1,8-1,9 80,9 3462 47,43 1,74 24,00 2,29
>1,9 1051,8 762 82,20 1,72 13,05 1,14
1-0,5 [mm]
Gestosé Ciepto spalania| Zawartos¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] e /8
<1,3 1583,9 7320 1,41 0,62 35,88 4,39
1,3-1,4 13257 7139 3,10 0,64 31,19 5,41
1,4-1,5 116,4 6325 12,85 0,99 27,63 3,54
1,5-1,6 30,1 5525 22,69 1,43 25,99 3,20
1,6-1,7 12,1 5208 26,34 1,5 25,52 3,45
1,7-1,8 101,8 4964 30,24 1,51 24,74 2,89
1,8-1,9 30,8 3412 47,20 1,57 21,12 2,51
>1,9 845,5 654 82,20 2,25 16,07 1,13




ZA.2. Dane dla wegla typu 34.2
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20-16 [mm]

Gestosé Cieplo spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%)] Ve w,

<13 236,3 8329 2 0,32 29,16 1,2
1,3-1,4 46 7 898 6,05 1,01 25,47 1,35
1,4-1,5 12,6 6582 15,9 0,3 26,01 1,11
1,5-1,6 2,7 4985 33,04 0,49 mato 1,24
1,6-1,7 2,5 4 804 25,2 0,07 mato mato
1,7-1,8 bd 0,2
1,8-1,9 76,7 791 79,18 0,16 11,89 1,06

>1,9 bd 0,27

16-14 [mm]

Gestose Cieplo spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czesci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] 2 W,

<13 276,6 8248 1,54 0,31 28,71 1,23
1,3-1,4 131 8 080 3,63 0,33 27,97 0,73
1,4-1,5 20 7048 13,12 1,57 23,56 1,02
1,5-1,6 2,5 5653 21,35 1,46 mato mato
1,6-1,7 11,4 5093 23 0,6 27,92 0,81
1,7-1,8 8,1 3943 41,85 0,43 22,15 0,72
1,8-1,9 bd 0,32

>1,9 98,4 6170 66,2 0,25 9,77 0,58

14-12,5 [mm]

Gestosé Cieplo spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czegsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/cm’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,

<13 360,5 8227 2 0,32 28,96 1,04
1,3-1,4 57 7 647 7,67 0,71 24,16 1,87
1,4-1,5 25,5 6901 15,33 0,83 24,58 1,34
1,5-1,6 12,2 5798 33,73 0,17 27,85 0,95
1,6-1,7 3,2 4830 34,3 0,34 mato mato
1,7-1,8 15 4152 36,15 0,34 27,93 0,37
1,8-1,9 3,6 4415 27 0,05 31,75 1,01

>1,9 68,9 693 79,33 0,91 12,08 0,52
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12,5-10 [mm]

Gqstoié Masa Cieplo spalania| Zawartos¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] v W,
<1,3 620,9 8367 1,4 0,31 29,94 1,02
1,3-1,4 102 7 889 5,5 0,45 25,78 0,93
1,4-1,5 24,4 6766 14,7 0,52 25,71 1,11
11,5-1,6 21,2 5960 24,1 0,51 26,07 1,11
1,6-1,7 11,6 4742 33,9 0,35 25,36 1,11
1,7-1,8 4,3 4359 36 0,28 31,64 1,26
1,8-1,9 bd 0,21
>1,9 133 725 80,2 0,16 11,02 0,85
10-8 [mm]
Gestosc Ciepto spalania| Zawarto$¢ |Zawarto$¢ siarki| Czegséci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] [%] e W,
<1,3 655,6 8338 1,48 0,32 30,06 1,48
1,3-1,4 169,2 7998 5,69 0,47 25,74 1,18
1,4-1,5 49,9 7035 24,65 0,67 26,01 1,30
1,5-1,6 18,5 5994 22,93 0,70 26,08 1,22
1,6-1,7 18,9 5117 28,82 0,84 26,89 1,06
1,7-1,8 14,9 4418 35,31 0,58 26,49 0,93
1,8-2,0 2,2 3646 47,53 0,25 mato mato
>2,0 136,1 627 81,97 0,16 11,23 0,91
8-6,3 [mm]
Gqstoié Masa Cieptlo spalania| Zawarto$¢ |Zawartos$¢ siarki| Cze$ci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] [%] Ve W,
<1,3 601,5 8323 1,42 0,31 30,58 1,15
1,3-1,4 174,6 7958 4,73 0,45 26,37 1,1
1,4-1,5 37,2 6808 15,03 0,53 26,32 1,09
1,5-1,6 21 5838 21,63 0,7 27,21 1,1
1,6-1,7 12,9 5008 31,06 0,9 25,96 1,01
1,7-1,8 12,8 4398 37,59 0,82 24,95 0,95
1,8-1,9 0,8 mato mato 0,71 mato mato
>1,9 110 591 81,34 0,19 10,5 0,8
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6,3-3,15 [mm]

Gqstoié Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawartos¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<1,3 1817,9 8355 1,13 0,31 31,03 1,11
1,3-1,4 503,6 7975 4,92 0,42 26,41 0,93
1,4-1,5 69,5 6775 16,21 0,69 25,52 0,83
1,5-1,6 46,7 5887 24,53 0,79 25,01 0,92
1,6-1,7 30,6 5001 31,01 0,67 26 0,92
1,7-1,8 21,4 4402 25,34 0,68 25,34 1,31
1,8-1,9 3,6 4428 36,86 1,11 26,41 0,92
>1,9 248,2 731 79,9 0,43 12,19 0,75
3,15-1 [mm]
Ggstos¢ Ciepto spalania | Zawarto$¢ |Zawartos¢ siarki| Czgéci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] [%] ye W,
<1,3 1 803 8345 1,1 0,31 31,87 0,85
1,3-1,4 794 8032 3,7 0,38 26,52 0,88
1,4-1,5 83,3 6972 14,7 0,6 25,66 0,64
1,5-1,6 40,6 5971 242 0,84 243 0,8
1,6-1,7 25 5093 31,6 0,42 25,48 0,42
1,7-1,8 20,8 4571 37 0,86 22,08 0,56
1,8-1,9 6,7 4228 40,2 0,96 24,77 0,63
>1,9 213,7 887 79,3 0,89 13,75 0,55
1-0,5 [mm]
Gqstos;c' Masa Cieplo spalania| Zawartos¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/cm’] [cal] popiotu [%] siarki [%] ye w,
<1,3 541 8363 0,79 0,31 31,26 0,64
1,3-1,4 426 8363 0,79 0,31 31,26 0,64
1,4-1,5 26,5 7092 13,72 0,57 23,64 0,82
1,5-1,6 12,8 6177 23,25 0,73 24,16 0,62
1,6-1,7 7.9 5243 30,74 0,85 25,15 0,52
1,7-1,8 6,7 4500 38 1 23,95 0,81
1,8-1,9 1,5 4145 40,67 1,28 mato mato
>1,9 71,3 1025 75,59 1,81 22,65 0,52

bd — brak danych (brak proby), przed rozdziatlem w cieczach cigzkich kwartowano.

Mato — za mato materiatu do wykonania proby
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ZA.3. Dane dla wegla typu 35

20-16 [mm]
Gestos¢ Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawartos¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<1,3 463,4 8356 2,27 0,30 20,75 1,43
1,3-1,4 164,5 7 690 9,90 0,33 20,00 1,15
1,4-1,5 109,2 6 620 18,15 0,52 20,66 1,25
1,5-1,6 48,7 5852 26,50 1,17 17,30 1,44
1,6-1,7 78,1 5056 35,70 0,58 19,65 1,43
1,7-1,8 79,9 3678 46,17 1,36 15,37 1,54
1,8-1,9 44,8 3011 56,90 1,15 13,55 1,65
>1,9 1110,4 650 82,62 0,11 10,52 1,23
16-14 [mm]
Gqstoié Masa Cieplo spalania| Zawarto§¢ |Zawartos¢ siarki| Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/cm’] [cal] popiotu [%] [%] e W,
<1,3 2774 8212 2,62 0,29 20,18 1,34
01,3-1,4 122,7 7615 9,15 0,41 19,23 1,20
1,4-1,5 56,3 6487 20,13 0,62 17,97 1,26
1,5-1,6 21,0 5989 25,02 0,46 18,87 1,25
1,6-1,7 54,8 4936 36,36 0,81 16,14 1,39
1,7-1,8 39,8 4159 43,43 0,72 19,35 1,42
1,8-1,9 53,6 3912 52,40 0,64 16,65 1,53
>1,9 648,3 600 82,02 0,18 10,79 1,24
14-12,5 [mm]|
Gqstos;é Masa Cieplo spalania| Zawartos$¢ Zawarto$¢ Czegsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<1,3 268,7 8327 2,38 0,28 20,28 1,45
1,3-1,4 89,3 7610 8,97 0,36 20,10 1,21
1,4-1,5 39,8 6 567 19,61 0,56 18,83 1,28
1,5-1,6 22,0 5031 35,68 0,39 16,22 1,32
1,6-1,7 25,7 4988 34,62 1,26 19,42 1,47
1,7-1,8 29,0 4589 40,60 0,38 18,86 1,61
1,8-1,9 28,1 3286 52,24 1,14 17,95 1,51
>1,9 589,5 702 80,57 0,20 10,84 1,37
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12,5-10 [mm]|

Gqstoié Masa Ciepto spalania | Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] v W,
<1,3 557,9 8 164 42 0,39 20,39 1,30
1,3-1,4 2259 7658 9,25 0,39 19,35 1,21
1,4-1,5 85,1 6529 20,57 0,38 18,81 1,32
1,5-1,6 39,8 5626 28,56 0,37 18,95 1,39
1,6-1,7 67,4 4852 36,44 0,74 17,42 1,31
1,7-1,8 52,5 3958 45,46 0,65 17,25 1,47
1,8-1,9 43,4 3985 52,22 0,77 15,67 1,64
>1,9 796,6 863 78,79 0,29 10,62 1,27
10-8 [mm)]
Gqstoié Masa Ciepto spalania| Zawarto§¢ |Zawartos$¢ siarki| Czesci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] [%] | W,
<1,3 847,3 8294 2,32 0,31 20,19 1,36
1,3-1,4 196,4 7 608 9,18 0,40 19,54 1,11
1,4-1,5 100,2 6576 18,73 0,56 19,46 1,20
1,5-1,6 187,8 5838 27,12 0,57 17,45 1,38
1,6-1,7 62,9 4998 35,35 0,63 17,07 1,40
1,7-1,8 51,8 3997 45,14 0,88 17,13 1,51
1,8-1,9 459 4092 51,41 1,20 15,86 1,57
>1,9 882,5 797 79,78 0,31 13,64 1,47
8-6,3 [mm]
Gqstoié Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve w,
<13 389,9 8 146 3,88 0,39 20,53 1,32
1,3-1,4 131,2 7813 7,98 0,51 19,69 1,10
1,4-1,5 68,3 6682 19,72 0,56 18,70 1,10
1,5-1,6 43,6 5595 29,19 0,68 18,20 1,14
1,6-1,7 30,4 4526 38,91 0,82 18,24 1,09
1,7-1,8 27,1 3980 44,58 0,81 17,21 1,32
1,8-1,9 259 3425 49,87 0,56 16,10 1,47
>1,9 528,1 903 78,62 0,33 10,60 1,35
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6,3-3,15 [mm]

Gqstoié Masa Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<1,3 2 081,1 8316 2,49 0,40 21,25 1,30
1,3-1,4 745,2 7772 8,30 0,5 19,28 1,19
1,4-1,5 2944 6 647 18,98 0,59 18,62 1,14
1,5-1,6 153,7 5795 27,90 0,61 17,82 1,29
1,6-1,7 136,3 4985 34,64 0,62 17,24 1,5
1,7-1,8 92,4 4245 41,20 0,68 16,75 1,46
1,8-1,9 95,9 3584 48,57 0,79 15,48 1,65
>1,9 1 898.,5 964 77,16 0,39 10,86 1,45
3,15-1 [mm]
Gestos¢ Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] 2 w,
<1,3 3476,2 8297 2,22 0,38 21,94 1,07
1,3-1,4 791,1 7781 7,84 0,46 19,56 0,85
1,4-1,5 264,7 6836 17,61 0,51 18,65 0,97
1,5-1,6 119,2 5830 27,7 0,62 18,22 0,93
1,6-1,7 117,0 5029 35,57 0,66 17,40 1,05
1,7-1,8 92,1 4222 43,45 0,76 16,99 1,08
1,8-1,9 72,9 3516 50,64 0,74 16,12 1,16
>1,9 14222 630 81,31 0,35 11,53 1,05
1-0,5 [mm]
Gestose Ciepto spalania| Zawarto$¢ Zawarto$¢ Czgsci lotne | Wilgo¢ analit.
[g/em’] Masa [cal] popiotu [%] siarki [%] Ve W,
<1,3 25634 8383 1,84 0,39 22,18 1,02
1,3-1,4 3559 7872 7,07 0,46 19,46 1,09
1,4-1,5 115,9 6 848 17,44 0,56 18,46 1,03
1,5-1,6 48,0 5983 25,96 0,56 17,50 1,04
1,6-1,7 39,0 5176 33,76 0,69 17,13 1,1
1,7-1,8 40,2 4757 38,64 0,75 16,90 1,18
1,8-1,9 22,4 3827 47,17 0,77 16,23 1,13
>1,9 609,2 959 77,49 0,37 12,64 1,06
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Wielowymiarowe charakterystyki zmiennych losowych
w opisie materialéw uziarnionych i procesow ich rozdzialu

Streszczenie

W monografii oméwiono metody wielowymiarowej analizy statystycznej i przedsta-
wiono ich zastosowania w szeroko rozumianej przerébce surowcow mineralnych. Ukazano
jak wazna w procesie analizy statystycznej jest peina informacja na temat badanego ma-
teriatu, zawierajaca jego istotne charakterystyki. Tylko pelen opis materialu uziarnionego
daje mozliwo$¢ petnej oceny jego jakosci, a tym samym moze by¢ wiarygodna podstawa
jego przyporzadkowania do okreslonej grupy materialow.

Monografia ztozona jest, oprocz wprowadzenia i zakonczenia, z trzech rozdziatow gtow-
nych. W rozdziale drugim przedstawiono teoretyczne zalozenia dotyczace roznych typow
modeli probabilistycznych, ktéore mozna stosowaé w przerdbce surowcow mineralnych.
Przedstawiono mozliwosci aproksymacji krzywych, jak rowniez powierzchni wzbogacal-
nosci i wzbogacania, przy zastosowaniu m. in. technik Morgensterna, jak rowniez zalozenia
teoretyczne dotyczace metody krigingu — metody stosowanej glownie w tzw. geostatystyce.

Przedstawiono rowniez zasady stosowalnosci tzw. nieklasycznych metod statystycznych
do analizy, zaréwno jedno- jak i wielowymiarowej, charakterystyk materialow uziarnio-
nych, wérod ktorych wymienié¢ nalezy metody nieparametryczne, tj. metody jadrowe, metodg
Fouriera. Omowiono takze rozktady warunkowe, wliczajac w to zastosowanie tzw. metod
bayesowskich.

W rozdziale trzecim omowiono zastosowanie praktyczne metod omoéwionych teore-
tycznie w rozdziale drugim. Przedstawiono m. in. aproksymacje¢ krzywych i powierzchni
wzbogacalno$ci oraz rozktady wielowymiarowe charakterystyk materiatu uziarnionego na
przykladzie wegla. W tym celu zastosowano rézne metody statystyczne, wlaczajac w to
metody bayesowskie oraz aproksymacj¢ nieparametryczna. Ponadto przedstawiono wyko-
rzystanie metody krigingu do interpolacji wartosci wybranych parametrow opisowych na
przyktadzie charakterystyk wegla, stosujac réznego typu funkcje wariogramu. Tego typu
aplikacja metody krigingu jest nieznana w dotychczasowych jej zastosowaniach.

Zastosowana w rozdziale trzecim metodyka pozwolita na wyprowadzenie wnioskow,
ze dwuwymiarowa aproksymacja krzywych wzbogacalnos$ci Henry’ego moze by¢ z powo-
dzeniem stosowana w praktyce. Zastosowanie nieparametrycznych metod statystycznych
(tj. metod jadrowych i metody Fouriera) w celu aproksymacji rozktadu zawarto$ci popiotu



141

w weglu, bedacym mieszaning materiatu pobranego z réoznych poktadéw daje bardzo dobre
rezultaty. Na podstawie przeprowadzonych badan okazato sig, ze rozktad zawarto$ci popiotu
w nadawie wegla nalezy rozpatrywaé jako mieszaning rozktadow tej cechy w poszcze-
gblnych poktadach. Stosowanie metod bayesowskich w aproksymacji parametrow rozktadu
Weibulla, opisujacego sklad ziarnowy materiatu, pozwala na doktadniejsza jego oceng.
Wydaje sig stusznym stosowanie tej metody estymacji parametrow rozktadow przy okresla-
niu teoretycznych krzywych sktadu ziarnowego, jak i rozktadow innych wielkos$ci charak-
teryzujacych materiat uziarniony.

Zaprezentowano réwniez wielowymiarowa analiz¢ materialu uziarnionego na przy-
ktadzie wegla, podzielonego na klaso-frakcje. Zaproponowano kilka metod aproksymacji —
tradycyjna, oparta na iloczynie dystrybuant sktadu ziarnowego i gestosciowego analizo-
wanego materialu oraz metod¢ oparta na tzw. rozkltadach Morgensterna. Okazato sig, ze
metoda Morgensterna daje zdecydowanie lepsze efekty i jako$¢ dopasowania niz tradycyjny
iloczyn zmiennych losowych. Oprocz klasycznych aproksymant w analizie wielowymia-
rowej zastosowano takze metody nieparametryczne. Zastosowana metodyka pozwolita na
stwierdzenie, ze zastosowanie metody Fouriera do estymacji funkcji regresji datlo mozliwos¢
uzyskania postaci analitycznej rozktadu warunkowego zmiennej losowej opisujacej wiel-
ko$¢ ziarna przy zatozonej warto$ci jego ggstosci. Znajac rozktad ggstosci ziarna, ktora
najczgsciej aproksymowana jest za pomoca rozktadow Weibulla lub rozktadu logistycznego
mozliwe jest utworzenie dwuwymiarowego rozktadu opisujacego rozmiar i ggstos¢ ziarna.

Metoda krigingu zwyczajnego wraz z jej aplikacja do okreslania wartosci réznych cech
materialu uziarnionego, przy okreslonych warunkach okazata si¢ by¢ bardzo pomocnym
instrumentem. Metoda ta daje mozliwos$¢ uzyskania bardzo doktadnej informacji na temat
badanego materialu w momencie, gdy badacz nie dysponuje petnymi wynikami analiz lub
sq one niezbyt doktadne. Dowiedziono, ze zastosowanie metod krigingu do zagadnien
zwiazanych z przerobka surowcoéw mineralnych pozwala na lepsza aproksymacjg zaleznosci
miedzy wlasciwosciami badanego materialu. Metoda ta pozwala rowniez na utworzenie
wigkszej liczby danych pomiarowych, ktore moga pozwoli¢ na podzial badanego materiatu
na wezsze frakcje, a wige na bardziej precyzyjne modelowanie réznego rodzaju krzywych
i powierzchni stosowanych w przerdbce surowcow mineralnych.

Rozdziat czwarty po§wigcony jest wizualizacji wielowymiarowych danych. Zaprezen-
towano i omowiono zasady metody tuneli obserwacyjnych, ktéra nastgpnie zastosowano dla
danych dotyczacych trzech typéw wegli. Na podstawie tej metody stwierdzono, ze doktadna
charakterystyka materialu uziarnionego umozliwia identyfikacje zrédla jego pochodzenia
i daje szans¢ na wyodregbnienie réznic pomigdzy materiatami, ktoére nie sa widoczne przy
zastosowaniu tradycyjnych metod. Metody te sa nowatorskie, a ich zastosowanie w prze-
robce surowcow mineralnych do tej pory nieznane.

Calos$¢ pracy zakonczono podsumowaniem, ktére eksponuje gldwne wnioski ptynace
z pracy i odnosi si¢ do kazdej z metod, zastosowanej w niniejszym opracowaniu.



Multidimensional characteristics of random variables
in description of grained materials and their separation processes

Abstract

The methods of multidimensional statistical analysis were discussed in the monograph
and their applications in widely understood mineral processing were presented. It was shown
how important during statistical analysis is to have full information about the researched
material which carries its significant characteristics. Only the full description of the grained
material gives the possibility of complete evaluation of its quality and can be treated as
trustworthy basis to qualify it to certain group of materials.

Apart from introduction and ending, the monograph contains three main parts. Chapter
two presents theoretical assumptions concerning various types of probabilistic models
which can be apply in mineral processing. The possibilities of approximation of curves and
surfaces of beneficiation were presented, inter alia by means of Morgenstern techniques.
The theoretical assumptions concerning the method of ordinary kriging were discussed too —
the method which is mainly used in so-called geostatistics.

Furthermore, the rules of application of so-called nonparametric statistical methods
to analyze both one- and multidimensional characteristics of grained materials were pre-
sented, including such methods as kernel ones and orthogonal Fourier series method. Also,
the conditional distribution functions were discussed, taking into consideration so-called
Bayesian methods.

Chapter three presents the practical applications of methods discussed theoretically in
chapter two. The approximation of beneficiation curves and surfaces on the basis of coal
were presented. To this purpose various statistical methods were applied, including Bayesian
methods and nonparametric approximation. Moreover, the application of kriging method to
interpolate the values of chosen parameters on the basis of coal characteristics was presented
using various types of variogram functions. Such type of application of kriging method is
unknown in previous ones.

The methodology applied in chapter three allowed to conclude that two-dimensional
approximation of Henry’s beneficiation curve can be applied successfully in practice. The
application of nonparametric statistical methods (kernel methods and Fourier series method)
to approximate the distribution of ash contents in coal being the mixture of materials
collected from various layers gave very good results. On the basis of conducted research



143

it occurred that the ash contents distribution function in coal feed should be considered as the
mixture of distribution functions of this purpose for individual layers. The application of
Bayesian methods in approximation of Weibull distribution function parameters describing
particle size distribution of the material allows to evaluate it more precisely. It is worthy then
to consider the application of this method of estimation of distribution functions parameters
by determining the theoretical particle size distribution curves, as well other features
describing grained materials.

Moreover, the multidimensional analysis of grained material was presented on the
example of coal divided into size and density fractions. Several methods of approximation
were proposed — traditional one based on the product of particle size and particle density
distribution functions and the method based on so-called Morgenstern distribution functions.
It occurred that the Morgenstern method gave significantly better effects and quality of
fitting to empirical data than the traditional product of two random variables. Apart from
classical approximations in multidimensional analysis also the nonparametric ones were
used. The applied methodology allowed to conclude that the application of Fourier series
method to estimate regressive function gave the possibility to obtain analytical form of
conditional distribution function of random variable describing particle size by assumed
value of its density. Knowing about the particle density distribution which usually is
approximated by Weibull or logistic functions it is possible to create the two-dimensional
distribution describing particle size and its density.

The ordinary kriging method with its application to determine the values of various
features of grained material in certain conditions turned out to be very useful tool. This
method gives the possibility of obtaining very detailed information of researched material
when the researcher do not have full results of analysis or they are not too precise. It was
proved that the application of kriging method to issues connected with mineral processing
allows to get better approximation of relations between characteristics of researched
material. This method allows also to create more measuring data which can be the source of
dividing the material into narrower fractions. This is the chance to obtain more precise
models of various types of curves and surfaces being applied in mineral processing.

Chapter four presents the methods of visualization of multidimensional data. The method
of observational tunnels was presented and discussed in the monograph which then was
applied to visualize 7-dimensional data concerning three types of coal. On the basis of this
method it was stated that the precise characteristics of grained material allows identification
of its origin and gives the opportunity of determining differences between individual
materials which are not easily visible by using traditional methods. These methods are
modern and its applications in mineral processing is still unknown.

The whole monograph was ended with general conclusions connected with all methods
applied in the book.
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Wptyw eksploatacji rud na zagrozenie powierzchni deformacjami nieciggtymi i jego badanie za
pomocg metod geofizycznych

J. Darski, J. Kicki, E.J. Sobczyk:

Raport o stanie gospodarki zasobami zt6z wegla kamiennego

J. Kwasniewski:

Zastosowanie wybranych metod analizy sygnatéw niestacjonarnych w diagnozowaniu lin

i rur stalowych

E. Mokrzycki:

Ceny wegla energetycznego oferowanego w latach 1990—-1999 w portach gtownych eksporteréw
L. Pajak:

Model numeryczny rozwoju strefy przemarzania gruntu w warunkach eksploatacji energii cieplnej
J. Butra:

Metoda doboru systemu eksploatacji zt6z rud miedzi w polach o jednorodnej charakterystyce
geologicznej

Praca zbiorowa pod red. S. Plewy:

Rozpoznanie pola cieplnego ziemi w obszarze Gornoslgskiego Zagtebia Weglowego dla potrzeb
gornictwa i cieptownictwa

Praca zbiorowa pod red. J. Dziewanskiego:
Tematyka prac naukowo-badawczych realizowanych w Instytucie Gospodarki Surowcami
Mineralnymi i Energia PAN w XV-letnim okresie

Praca zbiorowa pod red. W. Neya:

Wybrane problemy wykorzystania geotermii — Il

B. Kepinska:

Warunki hydrotermalne i termiczne podhalarnskiego systemu geotermalnego w rejonie otworu
Biaty Dunajec PAN-1

E. Mokrzycki:

Ceny wegla koksowego oferowanego w latach 1990—1999 w portach gtéwnych eksporteréw

W. Suwata, M. Kudetko, J. Kaminski:

Rynek wegla kamiennego w Polsce

J. Dziewanski, Z. Pilecki, W. Sroczynski:

Zagadnienia badan geologiczno-inzynierskich w projekowaniu tuneli komunikacyjnych

w utworach fliszu karpackiego — na przyktadzie tunelu w Lalikach

W. Dziurzynski, T. Patka:

Komputerowy system monitoringu zagrozenia pozarowego i wyznaczania drog ucieczkowych
w warunkach pozaru w kopalni podziemnej

E. Pietrzyk-Sokulska:

Waloryzacja obszaréw wystepowania i eksploatacji zt6z zwieztych surowcéw skalnych na
przyktadzie Beskidow Zachodnich

W. Sroczynski, AK. Wota:

Prognozowanie oddziatywania karpackich zbiornikbw wodnych na $rodowisko geologiczne
i powierzchnie ziemi
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U. Ozga-Blaschke:

Parytet importowy wegla koksowego

P. Czaja:

Analiza nosnosci segmentowej obudowy szybow upodatnionej materiatem nieliniowo sprezystym
J. Dziewanski, J. Starowicz:

Zastosowanie kruszywa z miejscowych ztéz materiatéw budowlanych do betonéw
hydrotechnicznych (na przyktadzie zapory w Solinie)

A. Wojcik:

Otrzymywanie pochodnych poliwinylokarbazolu o wtasciwosciach elektroluminescencyjnych
M. Giergiel:

Komputerowe wspomaganie w projektowaniu maszyn wibracyjnych

P. Batko:

Wptyw witasciwosci strzelniczych materiatu wybuchowego na efekt sejsmiczny strzelania
L. Gawlik, I. Grzybek

Szacowanie emisji metanu w polskich zagtebiach (system wegla kamiennego)

M. Wojcik

Awaryjne hamowanie gorniczych wyciggdéw szybowych urzgdzeniami ciernymi — teoria, badania
i aplikacje przemystowe

J. Mucha

Struktura zmienno$ci zawarto$ci [Zn] i [Pb] w $lgsko-krakowskich ztozach rud Zn-Pb

J. Dziewanski, Z. Pilecki
Ocena warunkow geologiczno-inzynierskich na terenie powierzchniowych ruchow masowych
na przyktadzie osuwiska w Zgfobicach

Praca zbiorowa pod redakcja E. Pietrzyk-Sokulskiej:
Uwarunkowania przyrodniczo-kulturowe funkcjonowania turystyki zrwnowazonej w Beskidach
Zachodnich

W. Suwata, M. Kudetko, J. Kaminski:
Rynek wegla kamiennego w Polsce w latach 1991—2001

U. Lorenz, W. Blaschke, Z. Grudzinski:

Propozycja nowej formuty sprzedaznej wegla energetycznego przeznaczonego dla energetyki
zawodowej

B. Kepinska, A. towczowska:

Wody geotermalne w lecznictwie, rekreacji i turystyce

J. Cieslik:

Metody natezeniowe w analizie elementéw konstrukcyjnych

Praca zbiorowa pod redakcja W. Sroczynskiego:

Uwarunkowania geologiczne realizacji zbiornika przeciwpowodziowego Racib6rz Dolny na Odrze
Z. Blaschke, W. Blaschke:

Ocena celowosci wzbogacania wegla na potrzeby energetyki w samodzielnych zaktadach
przerébczych

B. Klojzy-Karczmarczyk:

Zastosowanie odpadoéw energetycznych w ograniczaniu transportu zanieczyszczen

ze sktadowisk odpadow gorniczych

J. Dziewanski, AK. Wota, D. Limanéwka, E. Cebulak, S. Michalik:
Katastrofalny sptyw wodno-gliniasty w Muszynie w lipcu 2002 roku

U. Ozga-Blaschke:

Metoda powigzania parametrow jakoSciowych wegla koksowego z jego wartoscig uzytkowg

J. Dziewanski, Z. Pilecki:

Problemy rozpoznania geologiczno-inzynierskiego w projektowaniu tuneli drogowych
Wegierska Goérka i Milowka
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M. Kudetko:

Efektywna alokacja zasobéw w krajowym systemie energetycznym

Praca zbiorowa pod redakcjag W. Blaschke:

Funkcjonowanie goérnictwa wegla kamiennego na podstawie uregulowarn prawnych Unii
Europejskiej w latach 1993—2002

Praca zbiorowa pod redakcja W. Blaschke:

Mozliwosci funkcjonowania kopalhh wegla kamiennego w Polsce w $wietle przepiséw UE
dotyczgcych zasad S$wiadczenia pomocy panstwa dla gérnictwa w latach 2002—2010

T. Olkuski:

Straty energii chemicznej w procesach energetycznego wykorzystania wegla kamiennego
A.P. Barbacki:

Zbiorniki wod geotermalnych niecki miechowskiej i Srodkowej czesci zapadliska
przedkarpackiego

J. Satacki:

Model ztoza rud miedzi dla potrzeb projektowania i prowadzenia eksploatacji

Suwata W, Kudetko M., Kaminski J.:

The primary energy market in Poland in 1993—2002

Nie¢ M., Matl K., Wyrwicki R., Wisniewski J.:
Ity turoszowskie mit kopalin towarzyszgcych

K. Slizowski, J. Kéhsling, L. Lankof:

Uwarunkowania podziemnego sktadowania odpadow niebezpiecznych w Polsce
Publikacja zbiorowa pod redakcjg E. Panek:

Uwarunkowania przyrodniczo-kulturowe rozwoju turystyki zrownowazonej w Bieszczadach
E. Pietrzyk-Sokulska:

Kryteria i kierunki adaptacji terenow po eksploatacji surowcoéw skalnych.
Studium dla wybranych obszaréw Polski

R. Tarkowski:

Geologiczna sekwestracja CO,

D. Grodecki:

Zalezno$¢ wodo- i cementochtonnosci od budowy geologicznej podifoza zapory
w Myczkowcach

J. Kicki, E.J. Sobczyk:

Restrukturyzacja gérnictwa w Polsce a struktura i wystarczalno$¢ zasobow
wegla kamiennego

B. Kepinska:

Warunki termiczne i hydrotermalne podhalariskiego systemu geotermalnego

Praca zbiorowa pod red. B. Uliasz-Misiak:

Badania mikrobiologiczne wyciekéw CO, w rejonie Muszyny w celu opracowania metod
biomonitoringu

J. Slizowski:

Geomechaniczne podstawy projektowania komér magazynowych gazu ziemnego w zfozach
soli kamiennej

M. Kaliski, D. Stasko:

Bezpieczenstwo energetyczne w gospodarce paliwowej Polski

M. Kudetko, W. Suwata, J. Kaminski:

Koszty zewnetrzne w energetyce — zastosowanie w badaniach modelowych

L. Zawisza:
Hydrodynamiczne modelowanie basenéw naftowych dla oceny ich perspektyw ztoZzowych

U. Ozga-Blaschke:
Migdzynarodowy rynek wegla koksowego
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B. Uliasz-Misiak:
Pojemnosc¢ podziemnego sktadowania CO, dla wybranych mezozoicznych pozioméw
wodonosnych oraz zt6z weglowodoréw w Polsce

Praca zbiorowa pod red. M. Kudetko:
Scenariusze rozwoju krajowego sektora wegla kamiennego do 2020 roku - foresight
technologiczny

E. Pilecka:
Indukowane podziemng dziatalnosciq goérniczg wysokoenergetyczne wstrzgsy gorotworu
a lineamenty na obrazach satelitarnych

AK. Wota:
Optymalizacja wyboru lokalizacji sktadowisk odpadow komunalnych z wykorzystaniem metody
AHP (Analytic Hierarchy Process)

M. Filipowicz:
Experimental investigations of m-atomic and m-molecular processes in muon catalysis of
nuclear fusion reactions

A. Szurlej:
Rola gazu ziemnego w bilansie paliwowo-energetycznym kraju ze szczegdlnym
uwzglednieniem energetyki, w aspekcie wymogoéw ochrony S$rodowiska

L. Gawlik:

Wptyw poziomu wydobycia wegla kamiennego na koszty jego pozyskania w kopalniach
H. Wozniak:

Osiadanie gruntow zwaftowanych w Swietle badarnn modelowych

E.J. Sobczyk:

Ucigzliwos¢ geologiczno-gorniczych warunkéw eksploatacji wegla kamiennego i jej wptyw na
gospodarke ztozem

R. Skrzypczak:
Jednostki przyrodniczo-kulturowe Beskidow w aspekcie turystyki zréwnowazonej

P. Satuga:
Ocena ekonomiczna projektow i analiza ryzyka w goérnictwie

A. Uliasz-Bochenczyk:
Mineralna sekwestracia CO, w wybranych odpadach

A. Malinowska:
Ocena zagrozenia uszkodzeniami obiektéw budowlanych na terenach gérniczych
z wykorzystaniem wnioskowania rozmytego

Praca zbiorowa pod red. W. Suwaty:
Analiza problemu relokacji zrodet energii elekirycznej dla polskiego systemu
elektroenergetycznego i przedsigbiorstw w wyniku polityki klimatycznej UE

U. Lorenz, Z. Grudzinski:
Miedzynarodowe rynki wegla kamiennego energetycznego

Praca zbiorowa pod red. K. Galosa:

Waloryzacja bazy zasobowej piaskow szklarskich i ocena perspektyw ztozowych w Swietle
wspofczesnych wymagan przemystu szklarskiego

B. Tomaszewska:

Transformations of soil and aquatic environment under the impact of anthropogenic factors —
examples from the selected area in Skawina

M. Kopacz:

Metoda wyceny projektéw inwestycyjnych w polskim goérnictwie rud miedzi

z wykorzystaniem symulacji stochastycznej

M. Nie¢:

Kryteria geologiczne ztoza (kryteria bilansowo$ci)
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K. Galos:
Wptyw sktadu mineralnego wybranych itow na wtasciwos$ci tworzyw gresowych

T. Danek, A. Les$niak, A. Pieta:

Numerical modeling of seismic wave propagation in selected anisotropic media

E. Lewicka:

Ocena kopaliny skaleniowo-kwarcowej ze Stawniowic (Sudety Wschodnie) jako potencjalnego
surowca ceramicznego

Praca zbiorowa pod redakcja R. Tarkowskiego:

Potencjalne struktury geologiczne do sktadowania CO, w utworach mezozoiku Nizu Polskiego
(charakterystyka oraz ranking)

W. Suwata, J. Kaminski, P. Kaszynski, M. Kudetko:

The primary energy tendencies in Poland

L. Lankof:

Analiza odksztatcalno$ci i utraty masy zubréw brunatnych w aspekcie sktadowania odpadéw
promieniotworczych w $rodkowopolskich wysadach solnych

P. Satuga:

Elastyczno$¢ decyzyjna w procesach wyceny projektéw geologiczno-goérniczych

J. Slizowski, K. Urbanczyk, D. Wiewiérka, M. Kowalski, K. Serbin:
Statecznos$¢ wyrobisk w poktadach ewaporatow LGOM w aspekcie budowy podziemnego
laboratorium badawczego

J. Kulczycka:

Ekoefektywnos$¢ projektow inwestycyjnych z wykorzystaniem koncepcji cyklu zycia produktu

W.M. Bajdur:

Eko-polielektrolity syntetyczne redukujgce tadunki zanieczyszczen

w Sciekach i wodach przemystowych

H. Wirth:

Wieloczynnikowa wycena zt6z i ich zasobow na przyktadzie przemystu metali niezelaznych

B. Rajpolt, B. Tomaszewska:

Zanieczyszczenie Srodowiska gruntowo-wodnego fluorem na przyktadzie Huty Aluminium
w Skawinie

M. Kudetko, W. Suwata, J. Kaminski, P. Kaszynski:

Modelowanie rynkéw energii dla réznych systeméw dystrybucji uprawnien do emisji dwutlenku
wegla

T. Olkuski:

Analiza produkcji wegla kamiennego i jego wykorzystanie w wytwarzaniu energii elektrycznej
w Polsce

J. Kaminski:

Sita rynkowa w krajowym sektorze wytwarzania energii elektrycznej

Praca zbiorowa pod redakcjg A. Uliasz-Bochehczyk:
Zaczyny cementowe w technologiach wiertniczych geologicznego sktadowania CO,

Praca zbiorowa pod redakcjg E. Lewickiej:

Innowacyjne technologie pozyskiwania najwazniejszych surowcoéw ceramicznych i szklarskich
M. Kudetko, W. Suwata, J. Kaminski, P. Kaszynski:

Handel uprawnieniami do emisji dwutlenku wegla w Unii Europejskiej

K. Stala-Szlugaj:

Polish imports of steam coal from the East (CIS) in the year 1990-2011

Z. Grudzinski:

Metody oceny konkurencyjno$ci krajowego wegla kamiennego do produkcji energii elektrycznej

D. Foszcz:
Zasady okreslania optymalnych rezultatow wzbogacania wielosktadnikowych rud miedzi
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Powotanie plus peiny zapis bibliografii: Tytul. Oznaczenie kolejnosci wydania, Numer tomu (jesli bibliografia
wielotomowa). Wydawca, miejsce wydania, strony lub liczba stron, specyficzne oznaczenia, np.
Decyzja... 2003 — Decyzja nr 1230/2003/WE Parlamentu Europejskiego i Rady z dnia 26 czerwca 2003 r.
przyjmujaca wieloletni program dziatania w dziedzinie energii: Inteligentna Energia — Europa (2003-2006).
Dziennik Urzgdowy L 176, 15/07/2003 s. 0029-0036; 32003D1230.
Program... 2007 — Program rozwoju elektroenergetyki w latach 2007-2010. Ministerstwo Gospodarki, Warszawa,
s. 68.
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